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Objetivos

Generales

1.-

Adquirir y desarrollar habilidades en el manejo
J

y aplicacion en las técnicas para la solucion de

problemas concernientes al Algebra Superior.

Reconocer la ayuda brindada por esta asignatu-
ra en la basqueda de mayores conocimientos
para analizarlos en otros cursos donde ella es
prerequisito.

Tomar conciencia de la importancia de esta
asignatura para su formacién matematica y
soluciones de situaciones de nuestra vida real.
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Terminales

Al término de este libro, el estudiante estara capaci-

tado en:

—  Conocer el simbolismo y poder aplicar la
parte conceptual de los conocimientos
tedricos relativos a la asignatura.

Proposito

Hacer mas funcional el estudio del Algebra
Superior, dotanto al alumno de todos los temas del pro-
grama en un solo texto.
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Los Conjuntos

1.1.- Los Conjuntos

1.1.1.- Conjunto

Por intuiciéon es una lista o coleccion de objetos bien
definidos, estos objetos reciben el nombre de elementos, y
pueden ser: numeros, letras, personas, etc.

Para que un conjunto esté bien definido, sus elemen-
tos deben ser determinados con exactitud, para saber si
un elemento pertenece a él o no.

Los conjuntos los vamos a representar por letras
mayusculas y sus elementos por letras minusculas dentro
de una llave, separados por coma.

A={a, b, ¢} 3 B={2, 3; 4, 5334}
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Un conjunto se puede especificar de dos maneras:

1.- Por Extensién

Enumerando todos sus elementos, es decir, hacien-
do una lista de sus elementos.

C={a, e, i, 0, u}

2.- Por Comprension

Enunciando las propiedades que deben tener sus
elementos.

B={x/x es un ntimero par}
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1.1.1.1.- Pertenencia
Si un objeto x es elemento de un conjunto A, se

escribe x € A. Si x no es elemento del conjunto A,
se escribe x g A.

Si A={m, n, p}, entonces

l.- me A
2.- reg A

1.1.1.2.- Conjunto Finito

Un conjunto finito es aquel en que la operacion de
contar sus elementos tiene fin.

A = {Los meses del ano}

1.1.1.3.- Conjunto Infinito

Un conjunto es infinito, si la operacion de contar
sus elementos no acaba.
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1.1.1.4.- Conjuntos Iguales
Un conjunto A es igual a un conjunto B, si tienen
la misma cantidad de elementos, y si cada elemento de

A pertenece a B y cada elemento de B pertenece a
A. Seescribe A =B.

EJEmPLO :

A={1,2,3,4,5} y B ={2,1,5,4,3},

A=B

El orden de los elementos de un conjunto no lo
altera.

REIEEHS (b o RS A L,

A ={a,c;b,e,d} y B = {c,a,e,d,b},

A=B

1.1.1.5.- Conjunto Vacio

Es aquel que no tiene elementos Y se representa
por® y ().
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1.1.1.6.- Subconjunto

Si todo elemento de un conjunto A es también ele-
mento de un conjunto B, pero no todos los elementos
de B son elementos del conjunto A, entonces A es un
subconjunto propio de By se escribe A < B: SiA no
es subconjunto de B, se escribe A @ B.

1) A =41, 2, 3} y B= {1, 2, 3, 4, 5}
entonces AcCB

2) Si A = {x, y z} y B= {x, m, n},
entonces AZB

Si A es subconjunto de B, entonces B es un super-
conjunto de A y se escribe B 5 A. Si B no es supercon-
junto de A se escribe BD A |

A={a, b, ¢} ; B={a, b, c,d, e}
BoA
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1.1.1.1.6.1.- Definicion

Dos conjuntos A y B sonigualessiysdlosi A < B
yB cCcA.

A= {1, 3,9} vy B= {5, 1, 3},
entonces A cCc B y B c A,
luego A ='B

1.1.1.7.- Subconjunto Impropio

Todo conjunto es subconjunto de si mismo y se
llama subconjunto impropio.

Por definicion el conjunto vacio es subconjunto de
todos los conjuntos, pero no de si mismo.

1.1.1.8.- Comparabilidad

Dos conjuntos A y B son comparables si uno de los
dos es subconjunto del otro; A € B o B c A. En caso
contrario no son comparables,0sea, A ¢ By Bz A.

A={a, b} ; B = {a, b, c}. Son compara-
bles porque A c B.
2) C={a, b} ; D={b, ¢, d}. No son compa-
rables porque C ¢ D ni C ¢ D.
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1.1.1.9.- Conjunto de Conjuntos
A veces los elementos de un conjunto son a su vez

conjuntos, y se les llaman Familia o Clase de conjun-

tos. Se representan por letras inglesas: @, 3.

EJEMPLOS

a

{{x.y}, {y}. {x}}. Es una familia.

w
I

{{3.,4} , {5}. {6}}. Es una familia.

C ={4, {5}, {6,7}}. No esuna familia.

1.1.1.10.-  Conjunto Universal

En la teoria de conjuntos es muy probable que
los conjuntos que vamos a utilizar sean subconjun-
tos de un conjunto dado, llamado Conjunto

Universal. Se denota por U.
1.1.1.11.-  Conjunto Potencia
La familia de todos los subconjuntos de un con-

junto S, se llama conjunto potencia de S y se repre-
senta por 2",
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Si S={1,2,3) Hallar 2°

i S= .

2S={{1}’ {2}1 {3}3 {132}'; {193}1 {213}-,
{1,2,3},0}

1.1.1.12.-  Conjuntos Disjuntes

Dos conjuntos A y B son disjuntos si no tienen ele-
mentos comunes, es decir, si ningun elemento de A esta
en B y ningiin elemento de B esta en A.

EsemPLOS

1) A={1,3,7,8} y B={r,s,t}, son disjuntos

2) C={x,y,z} y D={x,m,n}, no son disjuntos

1.1.1.13.-  Diagramas de Venn y Euler

Con estos diagramas se ilustran relaciones entre
conjuntos, representando los conjuntos mediante una
superficie plana limitada.

Disjuntos
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2.- U A
@ BcA

1.2.- Operaciones Enire Conjuntos

1.2.1.- Unién (U )

La union de dos conjuntos A y B, que se escribe
A U B, es otro conjunto cuyos elementos pertenecen a A
o B, 0 a ambos.

EJEmPLO

Simbélicamente: AUUB = {x/xe Avxe B}

Diagramas:
U A 3 A B
AU B AUB
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1.2.2.- Interseccion ()

La interseccién de dos conjuntos A y B, que se
escribe A [] B, es otro conjunto cuyos elementos
pertenecen a Ay aB.

EJEMPLO

Simbélicamente: A[1B={x/x€ AAxe B}

Diagramas:

00| | D

ANB=29¢ AN B

U A

AN B

1.2.3.- Diferencia (- )

La diferencia de dos conjuntos A y B es otro conjunto
cuyos elementos pertenecen a A, pero no pertenecen a B.

Se escribe A —B.
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EJEmMPLO

Simbolicamente: A - B = {x/x € AAx ¢ B}

Diagramas:
U A B U A B
A-B A-B
8] A j
A-B

1.2.4.- Complemento (')

El complemento de un conjunto A es otro conjunto
cuyos elementos no pertenecen al conjunto A. Se escribe

i>

Simbélicamente: A—B={x/x¢ A} =U-A
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- EJEMPLO

Diagramas:

7 7
o )

1.3.- Leyes del Algebra de Conjuntos

1.3.1.- Idempotente

AUA=A ANA=A

1.3.2.- Conmutativa

AUB=BUA ANB=BNA
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1.3.3.- Asociativa

AUBUC =AUB)UC
ANBNC)=ANB)NC

1.3.4.- Distributiva

AUBNC)=(AUB)N (AU C)
AN@BUC=(ANB)U(ANCQC)

1.3.5.- D’Morgan

(AUB) =A'NB'
(ANB) =A'UB'

1.4.- Intervalos

1.4.1.- Intervalo

Un intervalo es un conjunto de nimeros comprendi-

dos entre otros dos, inclusive o no.

EJEmPLOS

A = {x/-3<x <6} = (-3,6) =

L
\

-3 0

Abierto

B
7
6
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Ay = {x/-3 < x <6} = [-3,6) =—t— :

¢ ]

Cerrado a la izquierda

A:‘l = {x}—g < X S 6} = (—3,6] = ¥ }

3 0 6

Cerrado a la derecha

Ay = {x-3 < x < 6} = [-3,6] =—F— 1

Cerrado

1.4.2.- Intervalos Infinitos

A= {x/x 2 x -2} = [-2,00) = —f— >
A, = {x/x < 4) l.= Cogh] =
Ag= {x/x> 5} = (5,00) = N B S
Ay = {3 < —1) = (0, 1) =

As= {x/x € R} = (wo,00) = < y




Conjuntos y Proposiciones
= _ - = = ———=— __ - — = e -]

T R S e S T R o

Ejercicios

Expresar estos intervalos en las otras dos formas

1) <t
2) {x/-3<x<1)
3) (~#%5-3)

4) [-2, )

5)

6) {x/x=2-1}

1.4.3.- Propiedades de los Intervalos
1ro- La interseccion de dos intervalos es un intervalo.

2do. 1,2 uniéon de dos intervalos no disjuntos es un

intervalo.

3ro. La diferencia de dos intervalos no comparables es

un intervalo.
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1.4.4.- Operaciones con Intervalos

Ejercicios

BE ol i ey

SiA=[3,5)yB=(4,9). Hallar:
1) AUB 3) A-B

2) ANB 4) B — A

A= 1

B= TS

1) AUB-= a6 ey o
2) ANB= —frrrim

3) A-B= —rfFrerrrr

4) B-A-= FSannsanay
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Ejercicio # 1. Unidad No. 1

I.-;Como estan especificados los siguientes conjuntos?

1) {Las vocales}

2) {x/x es un numero par}
3) {2,5,8,9}

4) {x/x2-6x+5=0}

5) {x/x=-3}

ILsi U =11,2,3,..,9

A= {1,2,4,5,8)
B = {2,3,5,6,9)
C= {1,4,7,8,9)

Hallar:
1) A-B
2) B-C
3) A'N B'
4) (AUB)
5 AN BUCQ)
6) (BN C)
7) (AUB) N (AUC)
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8) AN (B'U C"
9) (A-B)'U(B-C)
10) (A’ N B") Uc

II.  Si

Rayar:

1) ANB

2)) BUC

3) ANBNC

4) A-B

5 B-C

6) AN BUC

7) AUBNC)

8) (ANB)UMANC)
99 AUBUC

10) (A-C)NB
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V.-

1)
2)
3)
4)
5)
6)
7)
8)

1)

2)

3)

4)

V1.-

Escriba la ley aplicada

AN A=A
BUA=AUB

cCNn MmN EY=(CN D)N E

AN (BU C)=(AN B)U (AN ©C)
(DU E)=D'N E

PN Q' =P'U

AU (BN C)=(AUB)N(AU ©)
PUP=P

:Qué operacién entre conjuntos significa?

{x/x ¢ A}

{x/x e PAxe Q}

{x/x e Bvxe C}

{x/xe CAx¢ D}

a) Si A = [a,b,c, d) Hallar 2*
b) P = x,y,z} hallar of
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VI.- Si A, B, C son tres cunjuntos, expresar las si-
guientes leyes entre ellos:

1) Idempotente de la Union

2) Conmutativa de la interseccion.

3) Distributiva de la Union con respecto a
la interseccion

4) Asociativa de la Unién

5) De D’ Morgan con respecto a la Unién

VII.- ;A que es igual?

1) (A)

2) ANA
3) ANG
4 PUP
5) XNU
6) (PUQ)
) (MNONY
8) BUg
9 cng¢

10) MUM
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11) XUU
12) @'

IX.- Escribir los siguientes intervalos en las otras dos

formas
1.- {x/x £-6}
2.~ Frd ;— >
3.- [-3,4]
4.- == s

5.- {x/-3<x<6)

6.- (- ,-5)
7.- {x/x2-1}
8.- bt
2 0 4
9.- [-2,)
10.- =
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X.- SiA=[3,7]yB=(4,10), Hallar:

1) A-B
2) B-A
3) ANB
4) AUB

Xl.- Esecribir los siguientes conjuntos en forma mas
simple.

U = Reales.
1) {x/x2-3x+2=0}
2) {x/x2=-9}
3) {x/3x =18}
4)  {x/x3=-8)
5)  {x/4x2 = 36}
6) {x/x = -2x)

7)  {x/2x2 + x =0}



Conjuntios y Proposiciones 25

8) {¥V-x=3]

9) {x/x es impar}

10) {x/x?—4x -5 =0)

XII.- SiA={x/x2-36=0); B = {x/x2 + 6x =0},
Hallar:

1) ANB

2) AUB

XIII. Si A={x/x2-x-6=0); B=|x/x2+x-2=0)
C =[x/x2 -4x + 3 = 0}, Hallar:

1) ANB
2) AUB
3) AUC
4) AN C
5 A-C
6) BUC

7) BN C
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8) B-A
9) B-C
10) C—A

XIV.- Si A={x/x2-2}; B=|x/x <5}, hallar

Y
2)
3)
4)

XV.-

D

2)

3)

4)

AN B
BU A
A-B
B- A

Si A c B, ;que relacion hay entre A y
AN B?

Si AcB, ;que relacién hay entre A y
AUB?

Si Al B=9, ;Cémo son los conjuntos
AyB?

Si AUB =1, ;A quién es igual A'?
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1.5.- Proposiciones

Una proposicién es un juicio al que se le puede asignar
con toda exactitud los términos de verdadero o falso, pero
no ambos a la vez.

Las proposiciones las vamos a representar por letras
mintisculas p, q., r, s, ete. Y para falso y verdadero las
letras F y V, que se llaman Valores de Verdad. Por lo
tanto cada proposicion tiene un valor de verdad que es V
o F, pero no ambos a la vez.

1.5.1.-Funcion Proposicional

Una expresién de la formax? + 3x + 2 = 0,no
es una proposicion ya que no le podemos asignar
un valor de verdad. No sabemos si es falso o ver-
dadero.

Si el conjunto U son los reales, y si sustituimos a x
por cualquier elemento del conjunto U tendremos:

parax =0
02 + 3(0) + 2
2

Il
<

0 falso

para x = -1

(-1)2+3(-1)+2=0
1-3+2=0
3-3=0

I

0 = 0 verdadero

27
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1.1.5.1.- “orma Proposicional

Una Forma Proposicional es una expresion que
contiene una variable y ésta se convierte en una
proposicion cuando se sustituye la variable por un
elemento del conjunto universal.

Una variable es un simbolo que se puede susti-
tuir por cualquier elemento del conjunto U, y se
acostumbra a representarla por las letras x, y, z.

Las funciones proposicionales se van a represen-
tar de la siguiente manera: px , X, rx, en
donde x es la variable implicada. .

1.5.2.- Conjunto Verdad de una Funcién
Proposicional (p, )

Es el conjunto de todos los valores de x que pertenecen

al conjunto U y hacen que la proposicién sea verdadera y
se representa por {x/px} = P.

1) Sipx: x +2 =0, hallar {x/px} = P

I
=1

X + 2

I
|
]

X
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2) Sigx: x2-1=0, hallar: {x/qx} = Q

X -1=0
x> =1
x=41
x= %]
0={-11)

3) Sirx: x2+ x - 6 =0, hallar {x/rx} =R

x2+x-6=0

(x +3)(x-2)=0

Xx+3=0
X =-3
x-2=0
x =2

R = {-3, 2}

29
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1.5.3.- Conjuncion (A); pAq

Existen enunciados de la forma p y q llamado conjun-
cion.
La verdad de una conjuncién satisface la condicion

siguiente: es verdadera si p y q son verdaderas, en caso
contrario es falsa.

Su tabla de verdad es la siguiente:

P q PAq
v v v Conjunto de Verdad
Vv F F : :
{xIlpxAqx}=PNQ
F Vv F
F F F
Ejercicios

1.- Dé la verdad de:
1.-84+2=10 y 5+3=9 F
2.-5-4-3 y 6+1=8 F
3.-5+4-9 y 24+3=5 vy
4-6-1<-4  y 44+3=6 F
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Ejercicios

2.-Si px: x2 - 5x=0; gx: x2 - 25=0,

formar la conjuncion y hallar  {x/px A qx}

- Solucion:

(x2=5x=0) A (x2-25=0) {x/px Aqx}=P[1Q

x(x=5)=0  (x+5)(x—5)=0

x=0 x+5=0

x—-5=0 Xx=—5

x=5 x—-5=0

P={0, 5} Xx=5
Q={-5, 5)

PN Q={5}

31
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1.5.4.- Disyuncion ( v )

Existen enunciados de la forma p v q, llamados
Disyuncion.

La verdad de la disyuncion satisface la condicion
siguiente: Es verdadera si ambas son verdaderas o una
de ellas es verdadera, en caso contrario es falsa.

Su tabla de verdad es la siguiente:

p q [pVvag
Vv v Vv Conjunto de Verdad
V F A%
{x/lpxvqx}=PUQ
F v ¥
F F F
Ejercicios

_

.- Determine la verdad de:

l1.-4 _

1-=28 6 6+1=7 _V
2.-3-3-0 6 4+1=5 _V_
3.-6-1-0 4 2+3=8 _F_
4.-T+2=09 6 4+1=7 _V_
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Ejercicios

2.-Sipx: x2-x -6 =0; qx: x>-1 =0,

formar la disyuncion, hallar: {x/px v qx}

Solucion:

x2-x-6=0 x’-1=0
(x =3)(x+2)=0 %2 =}
¥ —~3=0 x=i\fT
X =3
x =%
x+2=0
~ 0={-11}

{(x/px v gqx} =P UQ ={-2, -1, 1,3}

1.5.5.- Negacion ( ~)

La negacién de una proposicion es otra proposicion
que tiene como verdad el opuesto.
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La verdad de la negacion satisface la condicién
siguiente: Si p es verdadero, ~p es falso, y si p es
falso, ~p es verdadero.

Su tabla de verdad es la siguiente:

p ~P
Conjunto de Verdad
F v {x/~px} =P
Ejercicios

Si px: x2-3x-10=0, formar la negacién y

hallar: {x/~px}

Solucién:
~px: x2 - 3x - 10°%-0
px: x2-3x-10=0

(x+2)(x-5)=0
x+2=0
X, = —2
x-5=0
x=5
P = {-2, 5}

{x/~px} = P' = {x/x € RA x #-2,5}
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1.5.6.- Implicacion (—) Condicional

Es una proposicion formada por dos proposiciones de
la forma siguiente: ““Sip, entonces, q” (p — q).

La verdad de la implicacion satisface la condicion
siguiente: Es verdadera salvo el caso que la primera
proposicion sea verdadera y la segunda sea falsa.

Su tabla de verdad es la siguiente:

p q P 5 9
v v v Conjunto de Verdad
\% F F {x/px-—)qx}=P’UQ
F A% \%
F F Vv

Ejercicios

1.- Determine la verdad

1.-Si8+3 =5, entoncesd+7 =3
2.-Si5+4 =9, entonces2+4 =9
3.-Si5+4 =7, entonces2+3 =5

4 [ o o

4.-Si3+5 =8, entonces 2+3 =5
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Ejercicios

2.%81 px: x2-9 =0; qx: x=3, formarla

implicacién y hallar: {x/px — qx}

Solucion:

(x2-9=0) —  (x=3)

x2-9=0 x =3
(x +3)(x = 3)=0 '
x+3=0
x =-3
x-3=0
x=3.
P= {-3, 3}
P'={x/x € R A x=#-3,3}
Q= {3}

{x/px—)qx} =P'UQ={x/xe R A X # -3}
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1.5.7.- Equivalencia (¢3) Bicondicional p = q,
P<q

Existen enunciados de la forma “p, si y sélo si, q” lla-
mados equivalencia.

La verdad de la equivalencia satisface la condicion
siguiente: Es verdadera si p y q tienen igual verdad, en
caso contrario es falso.

Su tabla de verdad es la siguiente:

P q Pex9q
v )/

\4 F F

F A4 F

F F, Vv

Conjunto de Verdad

{xIpx o qx} =(PNQ)U (P'NQ"

Ejercicios

1.- Determine la verdad de:

1) 4 +3=8, Sii 2+3=5 _F
2) 6 - 1=5, Sii 4 +2

I
(=
<
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¥ax TIETAITAS

Ejercicios

EJEMPLOS

3) 8 -4
4) 5+ 2

[
=)
<

9 Sii' /5 4 3
TN o g

I
&
o

2.-Si px: x2 -9=0; gx: x=3, formar el
bicondicional y hallar el conjunto de
verdad de: {x/px & qx}

Solucion:
(x2-9=0) <> (x=3)

(x+3)(x-3)=0

x+3=0
x =-3
x-3=0
x =3
P = {-3,3}
Q = {3}

P'={x/xe RAax #:—3,3}/.

Q' ={x/xe Rax#3}
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Ejercicios
PNQ={3)}

P'NQ'={x/xe RAx=#-3,3}

{(xIpx o qx} =(PNQU(P'NQ')={x/xe Raxz-3]

1.5.8.- Formula
1.5.8.1.- Definicién

Una formula es una expresiéon que contiene un
numero finito de variables p, q, r; y un nimero finito de
operaciones logicas: A , V , ~ , =, €3 y que se convierte en
una proposicién cuando se sustituyen las variables por
proposiciones especificas.
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1.5.9.- Tautologia

1.5.9.1.- Definicién

Tautologia es una féormula que es siempre una proposi-
cion verdadera cuando se sustituyen sus variables por
proposiciones de cualquier valor de verdad. Es decir,
cuando en su tabla de verdad, en la Gltima columna solo
aparece la letra V.

EJEMPLOS _

1.- ~[p A (~ p]
P ~ P pA(=p) [~[pA(~p]
F F v
F \ F s
Tautologia
2.- ~[p A (~ q)]
P |q |[~q |[pAa(=p) |~[pA(~p)]
vV |v F F \4
V | F v \4 F
F |V F F \4
F | F \% F v

No es Tautologia, es Contingencia
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Dos formulas r y s se llaman equivalentes si y solo si el
valor de verdad de r es igual al valor de verdad de s,
cualquiera que sea que sus tituya a sus respectivas vari-
ables, Es decir. deben tener tablas de verdad idénticas.

Dos formulas r y s son equivalentes si y solo sir ¢ s es
una tautologia.

Determine si p<>q es equivalente a [pAq] v [(~p) (~q)]

1)  Determinando si sus tablas son idénticas.

2)  Por medio de tautologia.

P q |p<q

vV V v

v F F

F % F

F F \'
Pl g |~p |~q |prq [(~p)a(~q) [[pAq]VI(~p)r(~q)]
VIV I|F |F |V F v
VIF [F |V ]F F F
Flv |V |F|F F F
FIF |V |VvI]F y y

Son equivalentes

41
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peq [[padviEpatal | (peglelpagvi-pac-q)]
Vv vV vV
F F A\
F F \Y
Vv V Vv
Tautologia
Son equivalentes

1.6.- Leyes del Algebra de Proposiciones

1.6.1.- Leyes de Idempotencia
PVPp=EP PAP=P
1.6.2.- Leyes Asociativas

pv(gvT)
pA(qAar)

(PVvq)vr
(PAg) AT

il
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1.6.3.- Leyes Conmutativas

PVYVgQ=EqQVPpPp PAQGQ=EqAPp

1.6.4.- Leyes Distributivas

pvi(gar) = (pvaaAa(pVvr)
pAa(gqvr) = (parq)Vv(pAar)

1.6.5.- Leyes de Identidad

pvF=p pAV=p
pvvVv=Y¥V pAaF=F
1.6.6.- Leyes del Complemento
pv~p=YV paAr~p=F
~~p=pP ~V=F, ~F=V

1.6.7.- Leyes de Morgan

~(pvq)=~pAr-~dg
~(pArq)=~pPV -1

43
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Ejercicio # 2. Unidad No. 1

I.-Si px: 2x + 2 = 0; gx: x = 1, formar conjuncién y
hallar el conjunto verdad.

IL-  Sipx: 3x2-27 =0; qx: x2-9 =0, formar la
disyucién y hallar su conjunto de verdad.

III.- Si px: x2 = x = 6 = 0, formar la negacion, hallar
su conjunto de verdad.

IV.- Si px: x2 =16 ; qx: x = -4, formar la impli-
cacion y hallar su conjunto de verdad.

V.-Si px: x2+4x+3 =0 ;qx: x2 + 2x = 3 = 0, formar
el bicondicional y hallar su conjunto de verdad.

VL.- Hallar { x/px A gx} en:

1) (x2-1=0)A(x=-1)
2) (x2-3x=0)A(x+1=0)

3) {x/x20}A{x/x<6}

4) {x/-3<x<5}A{x/x20}
5) (x2-16=0)A (x2-3x-4=0)
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VII.- Hallar {x/px V' qx} en:

1)
2)
3)
4)
5)

(x2 =x-12=0)%(x2-9-0)
(x>-2)%(x<4)
[x/-3<x<1}w{x/-1<x<8]}
(2x2-8=0)v(x-2=0)
(x2+x=0)v(x2-1=0)

VIIL.- Hallar {x/~px} en:

1)
2)
3)
4)
)

x2-x=0
x2+3x-10=0
x2+3x=0
x2-x-20=0
(x+1)2=0

IX.- Hallar {x/px = qx} en:

1)
2)
3)
4)
5)

(x2—Tx + 10 = 0) = (x2 - 25 = 0)
(x2 -2x =0) = (x =-2)
(x2+x-6=0)— (x2-9=0)

(x2 =36 =0) = (x2— Tx + 6 = 0)
(x2+4x+3=0)—> (x2+2x+1=0)

45
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X.- Hallar {x/px © qx] en:

1) (x2=6x) <> (x2—36=0)
2) (x2+5x+4=0)e (x=4)
3) (x—x-6=0) (3x2—12=0)
4) (x2-16=0)< (x +4=0)
5) (x2+x-20=0)e (x2-25=0)

XI.- Hacer el analisis logico de:

1) ~[~pa~q]—=>[pVv~d]

2) ~~[~pv~qle[~qa~r]

3) po[{~pAr~a}Vvi{~qv~r]]
4) pre[~p(1)]

5) {pA(~qv~r)}e[~pa(-9)]

XII.- Enuncia la ley aplicada:

1) PAPEP
2) pv(gar)=(VvaA(PVr)
3) PVP=p

4) ~(pArq=-~pv-~q
5) ~(pvg)=~pa~q
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XIII.- Hallar el valor de verdad de:

1)
2)
3)
4)
5)
6)
7)
8)

4+3=7 o6 2-1=8

Si 4-1=3,entonces 3+4=9
4-2-2, sii 2+41=7
6+4=10, v 2+1=8
3-5=-2, 6 2+4=6
3-4=1 y 2+1=3

Si 6-2=9, entonces 2+3 =5
4+1=7, sii 2+6=38

XIV.- Usar las tablas de verdad para determinar cuales

1)
2)
3)
4)
5)

de las siguientes proposiciones son tautologias.

[peqe[(p—a)Aalq@—p)]
[pv@an]e(pvaalpvr)]
[~Frpeglelpe(-9)]
~[~(~p)A(~qQ)] = [qV(~T)]
[(p—>q)—>r]o[p— (@)

XV.- Usando las tablas de verdad, probar:

1)
2)
3)

~V=F

~epSp
pAV=p
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T e e e e e

4) M~-(pva=-~pr~q

5) pv~p=V

6) pvp=p

) pa(@vr)=(@Aaqv(par)

8) ~(prg)=~pVv-~q

9) PAgQ=qAPp
10) pAF=F



Conjuntos y Propeosiciones

Ejercicios de Repaso

UNIDAD No. 1

I.- Determinar la verdad o falsedad de: Explique.

a)

Un conjunto esta definido por extension,
cuando se enuncia una caracteristica que
tienen todos sus elementos

Para expresar A — B lo puedo escribir de
la siguiente manera:

A-B={x/xe AArx¢ B}

La interseccion de dos conjuntos A y B
son los elementos de A U B o de
ambos

Para indicar que un conjunto B es sub-
conjunto de un conjunto C lo nombramos

en la forma siguiente B c C
El conjunto vacio se denota por {0}

(C') es ignal a C

49
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Il.-

III.-

£)

h)

J)

1)
2)
3)
4)

)

Iv.-

1)
2)

TS BT

Simbélicamente A [| B se escribe { x/x
€ AAxe B}

Siempre que A c B, entonces B < A

Todo conjunto es sub-conjunto de si
mismo
Si A es un conjunto entonces 24 significa

el complemento de A

Escribir 10 conjuntos, 5 por extensiéon y 5 por
comprension.

Dado los siguientes conjuntos escribirlos en
forma mas simple.

A={x/x es una vocal}
B={x/x2 = -1}

C={x/x2 -x -4 =0}
D={x/x es un niimero par}

E={x/x es un nimero impar}

Determine cuales de las siguientes afirmaciones
son verdaderas.

{0)=-0 .
{E}={4)



Conjuntos y Proposiciones

3) AcA

4 PUP=U

5 7Te{7)

6) (P)yY=U____
7 x'Ux=0

8) MNM=M

9) A'=U-A

10) U-B=U

V.-Determine la verdad de:

1)
2)
3)
4)
)
6)

7)
8)

9)

Una proposiciéon puede ser falsa y ver-
dadera al mismo tiempo.

El valor de verdad de ~p es siempre
igual al valor de verdad de P.

Sien p — q, p es falsay q es falsa
entonces p — q es verdadera

(P g)== pvi=q

{x/px} =P

qx = {x/qx]}

pvigvr)= (pvqvr

En p A q, para que sea verdadera
como tienen que ser los valores de ver-
dad depy q.

Qué significado tiene { x/px — qx}

10) ~~p= p
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Vi.-

1)
2)
3)
4)
5)

VIL.-

D
2)
3)
4)
5)

Viil.-

1)
2)
3)
4)
5)

LA CATEDRA: ALGEBRA SUPERIOR

Eseriba la tabla de verdad de:

pAq
PV4q
~P
P—q
Peq

Hacer el anilisis logico de:

pvoa(pa~r)
pAr~qQ<(~pVv ~1)
(~p=2>~gA(p e ~r1)
~(~pe~q)—>q
(@—=r) © (p—>q)

Enuncia la ley aplicada.

~(PAqQ)=~pVvq
pA(gvr)=(pArq)V(pAr)
qu=qu
pv(qvr)=(pvq)Vvr
~pvq=~pAar~q\
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IX.- Si te piden hallar 24 | ;Qué es lo que debe ha-
llar?

X.- SiAcB, ;quéseri ANBdeA.
XI.- SiA-B=@0, ;qué relacion hay entre A y B?

Xll.- Cuando A [ B = 0, es porque A y B son

XIl.- ;Cuél es el conjunto cuyo complemento es el

universo?
XIV.- SiAUB=0yA=0, ;aquéesigual B?

XV.- Si A y B son comparables, ;qué relacion existe

entre A y B.

XVL.- Si p es falsa, q es verdadera y r es verdadera

determina el valor de verdad de:

1) p—(q—r)

2) (rvq)e(~pa~r)

3) [(qap)—(rvp)leq

4) [(q A p)v(qvp)]—=(rvp)
5) (pe qv(r—p)
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Desigualdades

Desigualdades

Las desigualdades introducen el concepto de orden en
el sistema de los nimeros reales, mediante la siguiente
definicion:

El niimero real a es menor que el namero
real b, yseescribe a<b, si b-a>0 (po-
sitivo).

< : ! . > eje real

Todo niimero que esté a la izquierda
de otro en el eje real es menor.




58

LA CATEDRA: ALGEBRA SUPERIOR

2.1.- Propiedades de las Desigualdades

Sean a, b y ¢ tres niimeros reales, tenemos:
l- a=b, a<b, b<a.

2.-Si a<b y b<ec, entonces ac<c
(transitiva).

3- Si a<b, entonces ax<b=zxc.
Si a ambos miembros de una desigualdad se le
suma o se le resta el mismo nimero, la desigualdad

queda del mismo sentido.

4.- Si a<b y ¢ es positivo: c>0
entonces ac<be.

-

5.- Si a<b y e¢<0 (negativo), entonces
ac>bhec.

Si se multiplican ambos miembros por un nimero
negativo se le cambia el sentido a la desigualdad.

6.- Si a<b y ¢>0 (positivo), entonces
ale<bl/e.

7- Si a<b y c¢<0. (negativo), entonces
ale>blc.

Se le cambia el sentido a la desigualdad.
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2.1.1.- Inecuacion

Es una desigualdad que contiene variables.

Resolver y hacer la grafica del conjunto solucién.

-x—-2x212
-3x212
-3x _12
-3 =3

x< -4
{x/x £ -4}

La relacién x < 4, significa que x esta a la izquierda de
4 sobre la recta real.

< [t

h
=
0 4

La relacién 3 < x < 8, significa que x esta a la derecha
de 3 y a la izquierda de 8. En la recta real.

<A
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2.1.2.- Valor Absoluto

El valor absoluto de un niimero real, es el valor que
representa el niimero sin tener en cuenta el signo, y se
expresa de la siguiente manera: /x/ .

EJEMPLO

1711 = 1

-7 = 1

/x| = 4 No hay ningiin nimero que
x = 4 6 -4 suvalor absoluto dé negativo.

El valor absoluto de un niimero x se define de la
siguiente manera:

x, si x20 (positivo) /x/=x
Ix/

—X, si Xx<0 (negativo ) /x/=x—(—x)

Ix/=5 x=5 6 =5 {-5,5}

2.1.3.- Distancia Entre Dos Puntos

La distancia entre los puntos a y b sobre la recta

reales d= /a-b/ = /b-al.
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EJEMPLOS :

Ejercicios

I.-Hallar la distancia:
1) De5a-3; d=/5-(-3)=/5+3/=/8/=8

-3 0 5
2) De8ad4; d= /8-4/=/4/ =4

<l

0 4 8
3) De-Ta2; d=/-7-2/=/-9/=9

-1 0 2

2.1.4.- Significado Geométrico de:

Ix/ = 2 Distancia de x al origen igual a 2.
Ix =3/ =5 Distancia de x al punto 3 igual a 5.
/x + 2/ <8 Distancia de x al punto -2 es

menor (ue 8.
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2.1.5.- Inecuaciones con Valor Absoluto
1) /x/ < a 2) Ixl > a

—a < X< a X >ao0Xx«<-a

Ejercicios

1)/x/<5
-5<x<5
{x/-5<x<5}

2)/2x+2/<4
-4<2x+2<4
-4-2<2x<4-2
-6<2x<2
-3<x<1
{x/-3<x<1}

Lo 22 3 %

LIS
-3 01
3)/x+4/>3

XxX+4>3 .. 6 x+4<-3
x>3-4 x<-3-4

x>-1 x<-17
{x/x>-1} U {x/x<-17
S 3 St (—>
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I —
Ejercicios
4)/3x+3/>6 b
3x+3>6 0 3x+3<-6
3x>6-3 3x<-6-3
3x>3 3x<-9/3
3
x>1 x<-3
{x/x>1} U {x/x<-3}
< st
-3 01

2.1.6.- Inecuacion de 2do. Grado con Una
Variable

ax2+bx+c20 ax2+bx+c<0

Ejercicios

Hacer la grifica del conjunto solucion de:

1)x2-2x-820

(x-4)(x+2) 2 0
x-4 =2 0 x+2 2 0
x 2 4 x 2 =2
f—  ——f >
0 4 <2 0
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| S
A

La interseccion de esos conjuntos es:

<——++—+ >
0 4
Ahora:
x-4 < 0 x+2 £ 0
x £ 4 x < -2
< ] < -
0 4 -2 0
La interseccion de esos-conjuntos es:
<€ 1t
-2 0
La unién de intersecciones es:
{x/x<-2} U {x/x 24}
=== >
- 0
2)x2+5x+6<0
(x+3) (x+2) < 0
x+3 > 0 x+2 < 0
x>-3 ¥ = =
-t 14—
30 > < 2 0
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[l e — = e e e e ————— e —— |
EJEMPLOS :

La interseccion de esos conjuntos es:

) 8 3
e
-3 -2 0
Ahora:
x+3 < 0 x+2 > 0
x <-3 x > -2
<€ ———t =t >
-3 0 -2 0
La interseccion de esos conjuntos es:
¢ =0
0

La union de intersecciones es:

{x/-3<x<-2)

{ \
N 2 T
3 -2

0

El conjunto soluciéon de ax?+ bx+c¢ >0, siendo
“a” mayor que cero, es el conjunto universal, si la

ecuacion ax2+bx+c=0 no tiene raices reales.
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2.1.4.- Inecuacion de ler. Grado con Dos
Variables

ax+by+c¢20 2 ax+by+c<0

Dibujar la grafica del conjunto solucién de:

3x+2y-6 20

2y >-3x+6 Para ;c=1 Para x=2
-3 -3
y=—(3)+.3 y=—(2)+3
.._}r_z 3 +£ 2 2
2" 2 8 o33 y=-Be3
= 2 1
Y)—£—+3 y=0
2 _ 346 _3
—3x ; d 2 2
= +
YT 1
'y: —
x| 1] 2
y |3/2] 0
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2.1.%.- Inecuaciones Lineales Simultaneas

Ejercicios

Dibujar la grafica del conjunto solucién deter-
minados por:

@ {2x+y—3 >0

(@ |x-2y+1<0

1.- 2x+y-3>0

y>-2x+3

y=-2x+3
Parax=1 Para x =2
y=—2(1)+3 y=—2(2)+3 xl 1|2
y=—2+3 y=—4+3 p i 1|—1
y=1 y=-1

2.- x-2y+1<0
—2y<—x—1

67
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Ejercicios

Parax =1 Para x = 2 <|1l2
1 13/2

y=1/2+1/2  y=2/2+1/2 7
y=1 1/2
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Ejercicios

Hacer la grafica del conjunto solucién en el
plano cartesiano de:

1.- {xZS Ay

y<-1
Xm3
y=-1
S __ B
-1

x <4 i
[

y=-2
x= 4 C. S :

;': 0 }4 x~

|
|
|
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e e R R P R B e - — M B b V=
T T e e P

Ejercicios
3.~ [x2-8 Ay '
y<-3
X=—5
y=-3
<= —=
X o X
4.- |x<-3
22
x=—3
y= 2
>
X

2.1.9 - Grafica de una Inecuacion Cuadratica
con Dos Variables

y>ax2+bx+e ; y<ax?+bx+ec
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Ejercicios

Dibujar la grafica del conjunto solucién de:
A L cC _
y2x2-6x+5 xz"b: (~6) =
yox?_xrS 20 = 2(1)
Parax =0 Parax=1
y=02-6(0)+5 y=12-6(1)+5

y=95 y=0
Para x =2 Para x =3
y=22-6(2)+5 y=32-6(3)+5
y=—3 y=4
Parax =4 Para x =5
y=42-6(4)+5 y=52-6(5)+5
Y=—3 y=0
Para x =6
=62-6(6)+5
e o .
L / | .
Lol a|a|s]als]s] N
FIPEEPTT \es
= : >
x' X
sl
—4--
Yy

71
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Ejercicio

Dibujar la grafica del conjunto solucién de:

y>x2-8x+12
x—-y-220

l.- y=x*-8x+12

Parax =1
y=12-8(1)+12
y=5

Para x =3
y=32-8(3)+12
y=-3

Parax =5

y=52-8(5)+12
=—3

Para x = 7

y=72-8(7)+12
y=35

Parax =20
y=02-8(0)+12
y=12

Para x = 2
y=22-8(2)+12
¥=0

Para x = 4
y=42—8(4)+12
Y

Parax =6
y=62-8(6)+12
¥=0

Para x =8

y=82-8(8)+12
y=12
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Ejercicios

x|0|1|2|3|4|5|6|7|8|

3|-4|-3|o|5|12|

e

x-y-220

2.-

—y2-x+2

y<+x-2

x—2

y=

Para x = 2

Parax =1

Parax = 0

x|0|1|2|

bl caeaa=t

sy

IEEE
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Ejercicio # 1. UNIDAD # 2.

I.-Resolver las siguientes inecuaciones y hacer la grafi-
‘ca del conjunto solucién.

1.- =3x—4(~x+2_2=2 <(~x=1)}
2.- 4x+[-(-{-3x+2}-4x)-5x]<0
3.- 3x-5(x-2)2-6+2x"

4,- —-x—(-x+2[-3x+1])=20

II.- Hallar la distancia entre los siguientes pares de

puntos.
1.- 3y5
2- 4y -6
3- 2y9
4.- S5y -6
5.- 3y -T
6.- 4y0
7- 8y 2
8.- -6y -4
9.- 10 y -1

10.- 11 y -2
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III.- Qué valores debe tener x para que se verifique

IV.-

1.- /x/ = 6
2.- Ixl = 2
3.- /x/ =8

4.- /x+1/ =5
5.- 2x+6/ =8
6.- /4x -4/ = 12

7.- Ix=-2/ =5
8.- /x+2/ = -3
9.- /x/ =6

10.- 3x+1/ = 10

Escribe el significado geométrico de:

“1.- /x/ <6

2.- IxI>4

3.- /x+3/<5

4.- [x-3/>17

5.- /2x+1/<8

6.- /x+1/26

7.- Ixl=5

8.- /x+2/=10

9.- Bx-1/<6

10.- /2x+4/>8

75
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| Eer——— e e = = =il R R ot w.tom ii- _—aXmeex|
T e e e T T e T
V.-Escribir con notaciéon de valor absoluto.

l.- La distancia del punto x al origen es mayor
que 6.

2.- La distancia del punto x al punto -3 es
menor que 4.

3.- La distancia del punto x al punto 5 es
mayor que 1.

4.- Tres veces la distancia del punto x al punto
—6 es mayor que 9.

5.- La distancia del punto x al punto —4 es

igual a 0.

VI.- Resolver y graficar el conjunto solucién de:

1.- /2x+4/ <6
2.- /3x-3/<9
3.- Ix+4/>5
4.- [2x+2/>8
5.- Ix-4/29
6.- /x/I<5
T- Ixl26
8.- Ix=2/<5

9.- /4x+1/=>8
10.- /3x-1/< 12
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VII.- Resolver

l.- x2-3x<0
2.- x2+4x+3<0
3.- x2—=-x20
4.- x2-1>0-
5.- x2—-x-620

6.- 2x2-3x<0

7.- 4-x220
8- 1-x220
9.- x2+7x+6<0
10.- x2-4x<0

VIIL.- Hacer la grifica del conjunto solucién en el
plano cartesiano de:

.- x=2-2
2.- y<1
3.- x+124
4.- y-2<4.

~

|
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9.- y<0
10.- y>0

IX.- Hacer la grifica del conjunto solucion de:

l.- 2x+3y-2>0
2.- x-3y-1<0

3.- y>x
4.- x+3y-620
5.- 2x-y=28

6.- -3x+2y+1<0
7.- 4x+3y<6

8.- x+y<0
9.- y<x
10.- x 2 -y

X.- Hacer la grifica del conjunto solucién.

L.- 2x+y2d
x—-3<0

2.- b |
y<-3
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5- [x+220
x—1<0
<
y.2 =3
| ¥Se
6.- [y=20
x <
7.- |2x-y+420
-x—-y—-1<0

8.- |x+3y—-220
—~4x+2y-1<0

-

9.- [x=1
y<2

y=2-3

79
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10.- {—x~y -1<0

x+3y+2>0

Xl.- Hacer la grifica del conjunto solucién:

l.- y<x2+6x+8
2.- y=2x2-3x-4
3.- y>x24x

4,- y<x2-25

5.- y2x2+5x-6
6.- y<-—x2+3x—2
T~ y=2x2-4

8.- y<—x2+9

9.- y2x2+x—6

10.- y<x2—4x +3

XIl.- Hacer la grafica del conjunto solucion de:

- [y>2x®+6x-7
y—-x+120

2.- {y 22x—-4

y<x’-4x+5
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3= {.\'S—4X+2

y <x*—4x+3

4.- {yél—x
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Ejercicios de Repaso

UNIDAD No. 2

1.- Hallar la distancia entre:
- -3 y5
2.- 4 vy -8
3.- -3y -6
4.- 0y -9
5.- 0y 8
6.- 12 y 18
I.-  Significado gcométrico de:

l.- /4x-1/=28
2.- Ix+3/<6
3.- Rx-4/>4
4.- Ix/<6
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5.- /5x/20
6.- 3x-2/>17

III.- Resolver

l.- /4x-2/238
2.- /3x-3/<1
3.- 2x+4/ 20
4.- /x-3/<6

5.- 2x-1/>5
6.- /6x -4/ 25

IV.- Expresar en Notacién de valor absoluto

1- -2<x<8
2.- -B<x<6b
3.- 6<x<?2

4.- —i<x<1
2

5.- -3<x<9

6.- x=25 6 x<-5

on

»

7- x>3 6 x<-5

8.- x>2 6 x<-4

9." X>'£6 X< ——
3 3
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V.-Resolver

L~ 2%2 -~ 220

2 2% ~-56%50
3.- x2-100
4.- 4x2-36 20
5- x2-3x<0

6.- x2-6420

v
o=

VI.- Hacer la grifica del conjunto solucion en el
plano cartesiano

l.- 2x-3y+420
2- —x-y+1<0
3.- —-3x+y=2-6

4.- 2y<-4

5.- 3x2-6

6.- —y<-—x

Vil.- Hacer la griafica del conjunto solucion de:

].= 2x—y295
3+2y<-3x



86

LA CATEDRA: ALGEBRA SUPERIOR

3.- |2x-3y-720
3x+5y—-1<0

4.- |-x-y-1<0
y+x+3>0

6.- |-3x-2y+1=<0
2x+y-120

VIIL.- Hacer la grafica del conjunto solucion de:

l- y<x2-5x+4
2.- y2x2-x
3.- y<x2-36

4.- nyz—x—ﬁ
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5- y<—x?-3x-2
6.- y=2-2x2-2x-2

IX.- Hacer la grifica del conjunto solucién de:

1.- y2x2+3x-4
x-y—-120

2.- {nyz—.‘Zx—S

x+y+120
3.- (yS—xz
P,
ly £-2
4.- [y2x*+6x+9
b,
ly—-220
2
3.~ |ysS(x—2)
y+2<0

87
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Relaciones

3.1.- Pares Ordenados

Un par ordenado consta de dos elementos a y b,
y un criterio de ordenacion que indica cual es el pri-
mero y cual es el segundo y se representa de la siguiente
manera: (a,b). '

Dos pares ordenados (a,b) y (e,d) son iguales siy
solo si sus componentes correspondientes son iguales:
a=c y b=d.

Ejercicios
Determinar los valores de x e y si: (x+y, 1)=(3, x-y)
x+y=3
x=-y=
2x =4 2 +y=3 '
X = 4/2 y=3-2
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3.2.- Conjunto Producto
Si A y B son dos conjuntos, el conjunto producto o
producto cartesiano de A y B que se representa por A

x B, es el conjunto de todos los pares ordenados (a,b),
de manera que a perteneceaA y b pertenece a B.

A x B={(a,b)/ae AAbe B}

EJEMPLOS

Ejercicios
1.-Sean: A={m,n,p} ; B={x,y}-
AxB={(m,x), (m,y),(n.x),(n,y),(p.x),(p,y)}

2.-Sea: M={p,q]
MxM={(p.p),(p.9)-(q:P)»(q.9) }

El conjunto producto de los nimeros reales por si
mismo representa el plano cartesiano.

“EJEmMPLO i

R x R = {(x,y)...}

“A
H‘(

R xR

Vs
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Si un conjunto A tiene p elementos y un conjunto
B tiene q elementos entonces ¢l producto cartesiano
A x B tiene pq elementos.

Si un conjunto A no es vacioy B es vacio, su
conjunto producto es vacio.

Si uno de los conjuntos A o B es infinito y el otro
no es vacio, entonces A x B es infinito.

El producto cartesiano de dos conjuntos no es con-
mutativo. Ax B# B x A.

3.3.- Conjunto Producto en General

El conjunto producto puede ser entre mas de dos
conjuntos.

EemPto . © : “e s

A, B, C

AxBxC = {(a,b,c)/a e A, be B A c e C}

Si son n conjuntos Ay, Ay, Aq, ... , A

A x Ay x Ag...,x A ={(a}, ay, a3,...,a,)/a; € A| A

as e A2/\a3 € As...ﬂn € An}

93
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3.4.- Diagrama Cartesiano del Conjunto

Producto

Ejercicios

EJEMPLOS

1.-8i A ={a,b,c} $ B = {x,y,z}
B
z
y
X

ab c A

AxB-= -{(a,x), (a-;Y)s (a,z), (b,x), (baY)s
(b,z), (¢,x), (¢,y), (c,2)}

2.-Si A = [1929394" ; B = lxa)’ﬂz,ew}
B
Py Ps|

w
Z
p
yﬁ.ps 5|P7
&tﬁ’ﬁ
X
1234 A

Determinar los pares ordenados que represen-
tan estos puntos:

Py (1Y) 5 Py (1,w) 5 Py (2,2) ; Py (2,%) 5 P5 (3,2) ;
Ps (37) s P7(4,2) ; Py (4,w)
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3.5.- Diagrama en Arbol

Es un método con el cual se puede encontrar el pro-
ducto cartesiano de dos conjuntos o mas.

Ejercicio -

Si A={a,b,e} ; B={x,y} ; C={w,z}

Hallar A x B x C usando el diagrama en arbol

\ ——w(a,y,w)

——~~z(a,y,z)

_—w(b,x w)
7 —u(b,x.2)

\\\\\\\\\\\\\ ——w(b,y,w)

z(b Y»2)

_‘__,,...-w(c X, W)

/ —~z(¢,x,z)
\ _.—--W(C»)'aw)

—~1z(x,y,2z)

A x B x C = {(a,x,w) , (a,x,z) , (a,y,w) , (a,y,2) ,
(b,x,w) , (b.x,z) , (b,y,w) , (b,y.z) ,

(c,x,w) , (¢,x,2) , (z,y,w), (c,y.2)}
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3.6.- Relaciones
Una relacion R consiste en lo siguiente:

l.- Un conjunto A

2.- Un conjunto B

3.- Un enunciado formal P(x,y), de manera que
P(a,b) es verdadero o falso para todo par
ordenado (a,b) que pertenecea A x B.

P(x,y) =2x +y =5

—}

A={1,2,3,4} ; B={2,3,5,7)

AxB= {(1,2),(1,3),(1,5),(1,7) , (2,2) ,(2.3) ,
2,5) , (2,7) 5 (3:2) » (3:3) » (3,5) , (3,7)
(4,2) , (4,3) , (4,5) , (4,7)}
P(1,5)=2(1)+ 5 =5  P(1,3)=2(1)+3=5
7 # 5=F 5 w5V

Si P(a,b) es verdadero se escribe a R b (a rela-
cionado con b). Si P(a,b) es falso se escribe a Rb (a
no esta relacionado con b).

Una relacién binaria R de un conjunto A a un con-
junto B, asigna a cada par ordenado (a,b) € A x B
exactamente uno de los enunciados signientes:

1.- a R b: aesta relacionado con b.
2.- a R b: ano esta relacionado con b.
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3.6.1.- Relaciones Como Conjunto de Pares
Ordenados

Ejercicios

Sean: A ={a.b,c} : B={x.y.z} y R definida por:
R = {(8,%) » (8:3) 5 (bsy) » (baz) » (€:%) » (¢45)]
1.- Hallar A x B

AxB= {(asx) , (a,y), (a,z), (b.x), (b.y), (b,z),

(c,x), (c,y)s (C,Z)}
2.- Diagrama cartesiano de A x B
B
z
y
X
a b c A
3.- Diagrama cartesiano de R
B
z
y
X
a b c A
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Ejercicios

4.- Diagrama de flechas de R

Si un conjunto A tiene m elementos y un conjunto
B tiene n elementos, entonces hay 2™ relaciones dis-
tintas entre A y B, yaque A x B tiene mn elemen-
tos, por lo tanto tendra 2™" subconjuntos diferentes.

3.6.2.- Relaciones Reciprocas (Inversas)

Sea R una relacién entre los conjuntos A y B. La
inversa que se denota R-I entre B y A es aquella

cuyos pares ordenados de R han sufrido alteracién en
el orden.

R - {(b,a)/(a,b) € R}
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Ejercicios

1.-R = {(x.3), (y.2) .(2.4)}
R-1={(3.x) , (2.y) (4.2

2.- Sea A ={x,y,z} y B={1,2}

R
R-1

{(xez) » (¥.1) » (¥:2) » (292)}
{(2,x) , (1,y) » (2,y) , (2,2)}

3.6.3.- Relaciones Reflexivas

Una relaciéon R en un conjunto A es reflexiva si

para todo a que pertenece a A, entonces (a,a) € R,
es decir, a R a.

Ejercicios

- EJEMPLOS. -+ 1

I.- Determine si las siguientes relaciones son
reflexivas:

A = {x,y,z}

1) R= {(xaY)s(xsz):(xsx)9(292)’(%2)9(?#)}

Es reflexiva porque cada elemento esta rela-
cionado consigo mismo.




100 LA CATEDRA: ALGEBRA SUPERIOR

Ejercicios

2) R = {(X,X),(X,Z),(}',Z),(Z,Z),(Z.,y)}
No es reflexiva porquey € A y (y,y) € R.

I1.- Sea R una relacién definida por “es > que”.
¢Es reflexiva? Explique el por qué.

No es reflexiva porque nada es mayor que si
mismo.

3.6.4.- Relaciones Simétricas

Sea R una relacién en un conjunto A, se dice que
R es simétricasi (a,b) € R y (b,a) € R.

1.- Sea A ={x,y.,z} y R definida por

R = {(x,¥),(2,Y),(y,x),(x,2)} ¢Es simé-
trica? Explica.

No, porque (z,y) € Ry (y,z) ¢ R.
2.- SeaA={ab,c,d}

R = {(a,0),(d,b),(b,d),(bsc),(c,a)} ;Es sime-
trica? Explique.

No porque (b,c)e R y (c,b)e R
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3.6.5.- Relaciones Antisimétricas

Una relacion R es antisimétrica si (a,b) € R vy
(b,a) € R.

Ejercicio

Determine si la relaciéon R en A es antisimétri-
ca y explique.

A = {a,b,¢;d }
R = {(a,e),(d,b).(d.,d),(b,d)}

No es antisimétrica porque (d,b) € Ry (b.d) ¢ R.

3.6.6.- Relaciones Transitivas

Sea R una relacion en un conjunto A, se dice que

R es transitiva si (a,b) € R A (b,c) € R, entonces
(a,c) € R.

Ejercicio
I.- Sean: A = {a,b,c}

R

{(a,b) , (¢;b) ,(b,a) , (a,c)

¢;Es transitiva?

1.- (a,b)e RAa(b,a)e RA(a,a)e R no
2.- (e,b)e Ra(b,a)e RA(c,a)¢ R no
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Ejercicio

EJEMPLO

3.- (a,c)e RA(c,b)e RA(a,b)e R Aparen-
ta que si
4.- (b,a)e RAa(a,b)e RA(bb)g R no

No es transitiva

II.- Determina si la relacion R definida por “es
semejante a” es relacion transitiva. Explica.

Si es transitiva porque si un elemento es
semejante a un 2do. y el 2do. es semejante a
un 3ro., el Iro. es semejante a el 3ro.

III.-Sea R una relacion definida por “es menor
que” ;Es una relacion transitiva? Explique.

Si es transitiva. Si una cosa es menor que

una segunda y la segunda menor que una ter-
cera, la primera es menor que la tercera.

3.6.7.- Relaciones de Equivalencias

Una relacion R en un conjunto A es de equivalencia

Iro. Es reflexiva.
2da. Es simétrica.
3ra. Es transitiva.
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(1

Determina si la relacion R definida por “es
igual que” es una relacién de equivalencia.

Ira. es reflexiva, todo elemento se relaciona_consigo
mismo.
2da. eg simétrica.

3ra. es transitiva.

R es equivalencia.

3.7.- Dominio y Dominio de Imagenes de una
Relacion

Sea R una relacion entre A y B. El dominio de la
relacion es el con junto de todos los primeros elementos de
los pares ordenados que pertenecen a R.

El Dominio de Imagen (DI) de una relacion es el con-
junto de todos los segundos elementos que aparecen en los
pares ordenados.

“EJEMPLO

Si A= {x,y,z} - B = {a,b,c} y
R = {(x,a),(x,c),(y,b),(z,b),(z,c)]
DR = {x,y,z} ; Di={a,b,c}

Para hallar el dominio de una relacién se despeja ¥
en funcién de x.
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Para hallar el dominio de imagen de una relacién se
despeja x en funcion de y.

Si las variables x 6 y aparecen en el denominador
de una fraccion, se iguala este denominador a cero, y se
resuelve esta ecuacion. Las raices de esta ecuacioén son los
valores que no pueden tomar las variables.

Si las variables aparecen dentro de un radical de
indice par, se hace la cantidad subradical igual o mayor
que cero, y el conjunto solucion de esta inecuacién son los
valores que pueden tomar las variables.

Para hallar la inversa de una relacion se despeja x en
funcién de y, y luego se intercambia y por x y x por y.

Ejercicios
I.- Hallar Dr y DI
1 _ 3x
= & 1-2x
-2x = -1 y-2xy =3x
x = -1/-2 -2xy-3x =-y
x = 1/2 x(-2y-3) =-y
D={x/x # 1/2} N
-2y-3
—2)’ -3 =
=Dy =
y =3/-2
Di={yly # -3/2})
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Ejercicios
2.- Xxy+3x =-2y+4 xy+3x =-2y+4
xy+2y =4-3x x(y+3) =-2y+4
FLEHL} = d-3% 2y +4
X=——
_4-3x y+3
X+ 2 y+3 =0
x+2 =0 y =-3
x =-2
D={x/x # -2} DI={y/y # -3}

II.- Sea R una relacién definida en los nimeros
reales mediante el siguiente enunciado formal:
x2+y2=9. Hallar Dr y DL

y2=9_x2
y=i\/9—x2
9—x*>0
(3+x)(3-x) =2 0 3-x20
3+x 2 0 -x2-3
¢ >3 __"gi
-1 -1
{3 (; > x<3
— :
0 3
Interseccion: f + .
-3 0 3
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Ejercicios

3+x £ 0 3-x<0
x £-3 -x<-3
< +— i W
-1 -1
x=3
t >
0 3
Interseccion: : )
.’ = L I 3
Unién de Intersecciones: — % y 3

D={x/-3<x<3}

X +y =9
‘y2=9_y2
x=1+49-y"
9'-'.)"2 =20
(3+y)(3 -y) 20 3-y 20
3+y 20 -y 2-3
y 2-3 y <3
e = < ,

Interseccién: f— 4
-3 :
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Ejercicios
34y <0 3_y30
¥ &~ —§ 23
e — -
’ . y,=3
ap
y=23
t b o>
0 3
Interseccion: {') %)
Unién de Intersecciones: t 0 i

D={x/-3<x<3}
Dl={y/-3 <y <3}

y £V9 - x*

=
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Ejercicios

Ill.- Sea A=|a,b,c,d,e} ysea R una relacién

definida por:
B
€
d
c —
b
a
abcde A

1.- Hallar Ax A

Ax A= {(a,a), (a,b), (a,c), (a,d) ,
(a,e) , (b,a) , (b,b), (bse),
(b,d) , (b.e) , (c,a) , (e,b),
(c,¢) , (c,d) , (c.e) , (d,a),
(d,b) , (d,e) , (d.d), (d.e),
(e,a) , (e,b), (e,c), (e,d),
(e.e)}

2.- Escribir R como un conjunto de pares
ordenados

R= {(a,b), (b,a), (b,d), (d,b),
(e,a), (e,e) . (d.d)}
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Ejercicios

3.- Diagrama de flechas de R.

4.- ;Cual es la imagen de a, b, ¢, d, e?

La imagen de a = {b}
La imagen de b = {a,d}
Laimagendec={}
La imagen de d = {b,d}
La imagen de e = {a,c}

5.- ¢QuéesRdeAxA?

RcAxA

6.- Hallar K(a), R(b), R(c), R(d), R(e)




110 LA CATEDRA: ALGEBRA SUPERIOR

Ejercicios
7.- DryDI

Dr={a,b,d,e} ; Di={a,b,c,d}

8.- Reciproca de R

R-1-{(b,a) , (a,b) , (d,b) , (b.d) , (d,d) ,
(a ,e) ’ (C,e)]

9.- Representa R-! en un diagrama carte-
siano ordenado

Al
e |—e
d L]
¢
b|—¢ O
a
abcde B
10.- Hallar R-! (a), R-1 (b), R-1 (¢), R-1 (d),
R-1 (e)

R-1 (a) = {b,e}
R-1 (b) = {asd}
R-1 (e) = {e}
R-1 (d) = {b,d}
B8 =)
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Ejercicio # 1. Unidad No. 3

[.- SeaA={34,5 y B=16,4,59]y R definida
por: “x divide a y”.

1.- Escribir R como un conjunto de pares

ordenados.
2.- Hallar A x B.
3.- Diagrama cartesiano de A x B
4.- Diagrama cartesiano de R.
5.- Diagrama de flechas de R.
6.- Hallar la imagen de 3, de 4 y de 5 en R.
7.- Hallar el dominio de imagen de la relacién.
8.- Hallar R(3), R(4), R(5).
9.- Hallar R-1 de B en A.

I.- Sea A = |a,b,c,d,e] y sea R una relacién
definida por:

A

e

al—|

¢

b }—¢

T
abcde A

1.- Hallar A x A.
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2.-  Escribir R como un conjunto de pares or-
denados.

3.- Diagrama de flechas de R.

4.- ;Cual es la imagen de a, b,c,d, e?
5.- ¢QuéesRdeAxA?

6.- Hallar: R(a), R(b), R(c), R(d), R(e).
7.- Hallar: Dr DI

8.- Reciproca de R.

9.- Representar R-! en un diagrama carte-
siano.

10.- Hallar: R-!(a), R-1(b), R-1(¢c), R-1(d),
R-1 (e).

III.- ;Para qué valores de x no estan definidas éstas

expresiones’
Ty =
X
X
2- 1
x2

x> +3x+2
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4_ 4.‘(
x’ -5x

5. 2
x -3x

8.-. |4
X
9_ 3x
x—4
10.- >
x+1

IV.- Despejar x e y en:

l.- xy=-3x+2

-

2:~ XK=
2y —2
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3.- dx=y-2
4.- x2+y2=25
5. y(x+2)=27
V6.- dx+y=-2y+5

V.-Hallar Dr y Di de:
l- y=3x-1
_ 4
S x+2-
3.- xy=-5
4.- x2+y2=4
3
- X=
2 y+1

V1.- Hallar la grafica de:

1.- Yy=-X
2.- y=-Ix/
-1,s51x 20
3.- y=
2,s81x <0

4,81 —-2<x<4
4.- y=40,si 4<x<7

-3, 7T<x<10
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VIL.- Si A={ab,c} , B={x,y,z}. Hallar Ax B

VIII.- Usando diagrama de arbol. Hallar: A x B x C,

L1 H

A ={1,2,3} B={m.n} C={p.q}

IX.- Dado R(x) = 3X2 - 2x + 6. Hallar:

R(2)-3R(1)
2R(3)+2R(-1)

2.- R(a+Db)-R(a)
3.- "R(x +n)-R(x)

X.- Hacer la grifica en el plano cartesiano de:

l.- y=-2
2.- y=4
3.- x=-1
4.- x=0

Xl.- ;Cuil es Dr y Di de:

l.- y=5
2.- x=-3
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3.8.- Funciones

Si a cada elemento de un conjunto A se le hace cor-
responder un elemento tnico de un conjunto B, esta
correspondencia se le llama funcion de A en B y se
escribe. f: A — B que se lee fes una funcién de A en

B.
A = Conjunto de salida
B = Conjunto de llegada

El dominio de la funcion f es A y el condominio es

B.

El elemento b que pertenece a B, que esta rela-
cionado con un elemento a A se le llama imagen de a.

f(a) = b.
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Ejercicio

Sea f el hacer corresponder a cada mimero real su

cuadrado. Es decir f (x) = x2. Hallar:

1.- f(2)=4 R R

2.- f(-2)=4 -1 5 )

3.- £(3)=9 1= 16 -4
-3 Y -16

- f(-3)= :

4.- 1(-3)=9 377/*_;6 s

5.- £(5)=25 5 »25

Df = R
DI = R + U {0}

La diferencia entre una relaciéon y una funcion es que
en la funcién, para un elemento del conjunto de salida
solo puede haber una imagen, es decir, que las primeras
componentes de los pares ordenados no se repiten.

Ejercicios

[.-Sean A = {1,2,3,4) ; B=|[x,y,z} y :A—> B
definida por: f(1) =y, f(2)=2 , f(3)=12z
y f(4) = y.

1.- Escribir f como un conjunto de pares
ordenados.

f=1{(1,y).(2,2).(3,Z),(4.y)}




118 LA CATEDRA: ALGEBRA SUPERIOR
h
m

Ejercicio

EJEMPLO

2.- Diagrama cartesiano de A x B.
B

1 2 3 4 A

3.- Diagrama cartesiano de f
B

1234 A

4.- Diagrama de flechas de f
A F B

.- ¢Cual es la imagen de 1;2,3,4 ?

Delesy De3esz
De 2 es »

Dedesy
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Ejercicios

I.-Sean A = {1,2,3,4} ; B=|abye} y A2 B
definida por el signiente diagrama:

1.- Hallar Ax B

AxB-={(1,a),(1,b),(1,¢),(2.a), (2.b) ,
(2,¢),(3,a), (3,[)) »(3.¢) , (4.a),
(4.b) , (4,¢)}

2.- Escribir f como un conjunto de pares or-
denados

f={(1,¢) . (2,a) , (3,a) , (4,b)}

3.- Diagrama cartesiano de f
B
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Ejercicios .

4.- Diagrama de flechas de f

5.- Hallar £(1),£(2),£(3) , f(4)
f(l)=c , f(2)=a , f(3)=a,f(4)=b
6.- ;Cualeslaimagendel, 2,3, 4?

La imagen de 1 es c.
La imagen de 2 es a.
La imagen de 3 es a.

La imagen de 4 es b.
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3.8.1.- Funciones Iguales

Dos funciones f y h son iguales si estan definidas
en el mismo dominio y si f(a) esiguala h(a). para
todo a que pertenece al dominio de ambas. Estas fun-
ciones son iguales y se representan f= h.

3.8.2.- Dominio de Imagenes de una Funecion

Sea f una funcionde A en B, f: A — B. El conjun-
to de todos los elementos que son imagenes de por lo
menos un elemento de A, se le lama dominio de imagenes.

3.8.3.- Funcion Inyectiva (Uno a Uno)

Sea f: A — B. Si elementos distintos del conjunto de
llegada corresponden a elementos distintos del conjunto
salida, es decir, si elementos distintos de A tienen ima-
genes distintas, entonces se dice que f es inyectiva.

1.- Sea f una funciéon definida por:

A F B

;Es inyectiva? Explique.

P i
>~‘\€ No es inyectiva porque
f(a)=4y f(b) =4
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2.- Sea f: R — R definida por f(x) =x2. ;Es
inyectiva? Explique.

No, porque £(5) =25 y f(-5) = 25. Elementos
distintos del dominio tienen imagenes igual a 25.

3.- Sea f: A —» B definida por:

— b W =
4

% |

mn r s A

¢Es inyectiva?

Si porque elementos distintos del dominio
tienen imagenes distintas.

3.8.4.- Funciones Sobreyectivas

Sea f: A — B, sediceque f essobreyecti-
va si todo elemento del conjunto de llegada es ima-
gen de por lo menos un elemento del conjunto de sa-

lida.
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1.- Sea f: A — B definida por:

A F B :Es sobreyectiva?
2 Explique.

T
’.‘qf No es sobreyecti-
/ va porque 4 no es

imagen de ningan
elemento de A.

2.- Sea f: A — B definida por:

B +Es sobreyectiva?
- Explique.
4l phq
g No porque 1,2,
i 3 no son imagenes.
ab cd A

3.8.5.- Funcion Biyectiva

Es aquella que es inyectiva y sobreyectiva.

3.8.6.- Funcion Idéntica

Sea f: A — A, definida por f(x) = x, esta funcién
hace corresponder a cada elemento del conjunto A el
mismo elemento y se le llama funcién idéntica.
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3.8.7.- Funcion Constante

Sea f: A > B. Se dice que f es constante, si elementos
distintos del conjunto de salida tienen la misma imagen.

Ejercicio:

Sea f: A — B definida por:

—444 1

- DD W ws)

abecd A
1.- Hallar A x B.

2.-  Escribir f como un conjunto de pares orde-
nados.

3.- Diagrama de flechas de f.

4.- DfyDI.

5.- [Es constante? Explique.

6.- Esinyectiva? Explique.

7.-  Essobreyectiva? Explique.

8.-  Es biyectiva? Explique.

9.- ¢Cual es la imagen de a, b, ¢, d?

10.- Hallar f(a) , f(b) , f(c) , f(d).
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3.8.8.- Imagen Reciproca de una Funcion

Si f:tA—>B y be B.entonces la imagen recipro-
ca de b, que la escribimos f-I(b ). son todos los ele-
mentos de A que tienen a b como imagen.

Sea f: A — B definida por:

A F B
o il £-1(1) = {n}
= f-1(2) = {r}
—D £-1(3) = {s.m)

f-1(4) = @

3.8.9.- Funcion Reciproca

Para que una funciéon f: A — B, tenga funciéon
reciproca f-1: B — A f debe ser biyectiva.

Sea f una funcion de A en B, definida por el si-
guiente diagrama:
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f es inyectiva y sobreyectiva, por lo tanto tiene
f-1: B — A. Sudiagrama es el siguiente:

Para determinar si la grafica de una relaciéon repre-
senta una funcién, se traza una recta vertical (perpen-
dicular) al eje de las x, si esta perpendicular corta la
grafica en mas de un punto, no es funcién, ya que
habria una abscisa con mas de una ordenada, es decir,
un elemento del conjunto de salida tendria mas de una
imagen.

EJEMPLOS .-

—— | (4,8)

(4,-8)

R= {(498)':(49_8)1} -va’

No es funcién, porque si trazamos una recta perpen-
dicular al eje de las x corta la grifica en més de un punto.
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1

y

Si es funcién, porque si se traza una recta perpen-
dicular al eje de las x, solo la corta en un punto.

Para determinar si la grafica de una funcién es
inyectiva, se traza una recta perpendicular al eje de las
y, si esta perpendicular corta la grafica en mas de un
punto, no es inyectiva, ya que habrian dos abscisas con
la misma ordenada, es decir, dos elementos distintos del
conjunto de salida tendrian la misma imagen.

Determinar si son inyectivas

y
1.-
(=7.3) (5.3) No es inyectiva
3 N\ puesto que la recta
/ paralela al eje de las
x -1 0 3 x

x, corta la grifica en
dos puntos.

f: {(5,3) , (-7,3)}
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Es inyectiva porque
si se traza una per-
pendicular al eje de
las y corta la grafi-
ca en un solo
punto.

=b2 4+ b + 4

9.

\\{w]
Ejercicios
EJEMPLOS .-
Dado f(x)

1.- f(a)
2.-f(-b) =
3.-f(3) =

x2 — x + 4 Hallar.

a2 —a + 4

(-b)2 - (-b) + 4

32_-3+4

10

4.-f(a+b) =(a+b)2-(a+b)+4

=a2 +2ab+b2 —a-b+4
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Ejercicios
5. f(0)+2f(l) _ 448 12 6

f(-2)-2£(3) 10-20 -10 5

f(0) =02-0+4 =4
f(l) =12-1+4 =4
2f (1)=2 x4 =8
f(-2)=(-2)2-(-2) + 4
=4 +2+4 =10

f(3) =32-3+4=_1
2f (3)=2 x 10 =2

Ejercicio # 2. Unidad No. 3

I.-;Cuales de las siguientes graficas representan fun-
ciones? Explique.
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2.- y
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T
8.-
x|
9.-

10.-
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II.-  Determinar cuales de las siguientes grificas re-
presenta una funcion biyectiva.

l.- B

N =

no<
—3-

—
ab cd A
2.-
3.- R(a)=x
R(b) =y
R(c) =y
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4- B

N =

A

ab cd A

M <

I~ Si A={m,n,r;s} y B-={x,y,z,w}

1.-  Hacer diagrama cartesiano y hacer dia-
grama de flechas en que se represente
una funcién constante.

IV.- Si A ={3,4,5,6}, escribir una relaciéon en A
que sea:

1.- Reflexiva

2.- Simétrica

3.- Antisimétrica
4.- Transitiva

5.- De equivalencia
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V.-;Qué grifica representa las siguientes ecuaciones en
el plano cartesiano?

l.- y=-3
2.- x=0
3.- y=4
4.- x=-2
20.- y=0
6.- x=35

VI.- ;Qué ecuaciones son represeatadas por las si-
guientes graficas?

gl y
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2.- y
0 .
x' M E X
yl
3.~ y
0
X" I %
-3
yl
4.- y
x' 4 * lo %
yl
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VII.- Hallar x e y, si:

1.- (x,3+y)=(4,5)

2.- (x+3,y-2)=(5,2)

3.- (x,y+1)=(4,3)

4.- (3x-1.2y-4)=(5,0)

5.- (x+2,y+3)=(y+1,2x+2)
6.- (2x,3y+1)=(y-1,8x)

VI- Si A ={1,2,3,4,5} y B={a,b,c,d}. Escribir:
l1.- Una funciéon constante de A en B.

2.- Una funcién de identidad de A en A.
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IX.- 1.- Para que una funcién tenga reciproca, ;cé-
meo debe ser ésta?

2.- Hallar la reciproca de:

_ 2x
B e
b.-3x +4y = -6

X.-  1.- ;Qué diferencia hay entre una funcién y
una relacién?

2 SiA={1,2,3,4} y B ={a,b,c,d)

u.- Escribir una relacién que no sea fun-
cion.

b.- Escribir una funcién como conjunto de
pares ordenados.

c.- Diagrama cartesiano de la funcién .

d.- Diagrama de flechas de la funcién.

e.- Explique por qué la relacién no es fun.
cidén.

Xl.- Sea A = {a,b,e,d} y B = {1,2,3,4)
R = l(asl) » (b,4) , (cal) ’ (dv4)]

1.- Hallar A x B.
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2.- Diagrama cartesiano de A x B

3.- Diagrama cartesiano de R.

4.- ,;Es R una funcion? Explique.

5.- Diagrama de flechas de R.

6.- ;Quées f de A x B?

7.- Hallar Df y Di.

8.- Hallar -1

9.- ;Cual es laimagen dea, b, ¢, d?,

10.- ;A qué esigual f(a), f(b), f(c), f(d)?

11.- ;A qué es igual f-1(a), f-1(b), f-1(c),
f-1(d)?

12.- Escribir f-1: B —> A como un conjunto de
pares ordenados.

13.- Diagrama cartesiano de f-1: B — A.
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Ejercicios de Repaso

UNIDAD No. 3

[.-Para qué valores de x no estin definidas las si-
guientes expresiones.

1o L.
X
x—2
Be 28
=%
4-_ 5
x° -1
5.5 1
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6.- x+§
Y i |
g.- x
x—1
9.- 4
x—2
10.- X +x-6

IL.-  Para que valores de x estian definidas las sj-
guientes expresiones.

4
L.- 2x-2
2.- _ 3x
x* - 36
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III.- Despejar x e y en:
l.- xy=x-3
2.- x(y+1)=3

4x = —2
3.- -y+1

4.- x2+y2=9

5.- S5x-—y=4xy +1

6.- y(x-2)=38

IV.- Hallarel Dr y Di de:

1.- x2+y2=064
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2x
2.- 4xy=—"=
Xy =
Yy

3.- =
® y+2

l.- y=—x
2.- y=/x/
3= y=—/Ix/
4.- x=-3
S.- x=-1

-3,s81x=>0
6.- Y=

49 six>0
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-1. si -3 <x<1

1.- 0, si 1<x<5

2y 8l 5<x<8

VI.- Darel Dr y DI de las relaciones del tema V.

VII.- Si f(x)=-3x2 - 6x + 4, hallar:

1.- f(a)
2.- f(b)
3.- f(a+h)
4.- f(x+h)

5.- f(x+h)-f(x)

.. 203)-£(0)
CAf(l)+2£(4)
7.- f(x-1)
£(3)-4£(1)

2£(5)+£(0)
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VIIL.- Cuales de las siguientes graficas representa una

funcion.
I.- A
a
b
N
I O——
Y
X
abcd X

IX- Si A={x,5,2,w] ; B={1,2,3,4

Representa graficamente cinco (5) fun-

ciones de A en B.
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X.- Si A ={a,b,e,d} eseriba una relacién en A sea:
l1.- Reflexiva
2.- Simétrica
3.- Antisimétrica

4.- Transitiva
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Notacion Factorial

4.1.- Notacién Factorial
El producto de los enteros positivos de I a n, inclu-

sive, se representa por n! o L® y se lee n factorial o fae-
torial de n. r

n! =n{n-1)(n-2)(n=3)..x1

n! =1x2x3... x(n-1)(n)
! = Tx6:x5!
9! = 9 x 8!

n! = n(n - 1)!

n! = n(n - 1)(n - 2”“. - 3
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#
M

Ejercicios
Calcular:
L. 6! 6! 11

8! 8x7x6! 8x7T 56

9! _9x8xT!_ 9x8 _

= 72
71 1! 1

. n! " _ n(n-1)(n-2)!
(n-2]! (n_z)z

(m{—l)zz (n+1): 1
(n+2)! (p+2)(n+1)! n +2

=n(n-1)

Ejercicios

Calcular:
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.
1
.




154 LA CATEDRA: ALGEBRA SUPERIOR
e e e e — A e = == = —N]
e e o e T e TR SR S e e L ]

4.2.- Principio Fundamental del Conteo

Si un suceso puede ocurrir de p maneras dife-
rentes, y siguiendo este suceso un segundo suceso puede
ocurrir de g maneras diferentes, y siguiendo este suce-
so un tercer suceso puede ocurrir de r maneras dife-
rentes, entonces el nimero de maneras que pueden
ocurrir los sucesos esigunala p x g x r.

~ EJEMPLOS

1.- Una placa de automdvil contiene dos letras seguidas
de tres digitos, con el primer digito diferente de cero.
¢;Cuantas placas diferentes pueden fabricarse?

28 letras 10 digitos=0,1,2,3,4,5,6,7,8,9

28x28x9x10x 10 = 705,600

2.- Un club tiene 24 socios y desea elegir un presidente,

un tesorero y un secretario. Ninguna persona puede
ser elegida para dos cargos.

a.- ;De cuintas maneras lo puede elegir?

b.- ;De cuintas maneras lo puede elegir si dos
miembros determinados solamente son los
que se pueden elegir para presidente, pero
también para los demas cargos?
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c.- ¢De cuantas maneras si dos miembros deter-

minados solamente pueden ser elegidos para
presidente pero no para los demas cargos?

d.- ;De cuantas maneras si dos miembros deter-
minados no pueden ser elegidos para presi-
dente pero si para los demas cargos?

e.- ;De cuantas maneras si dos miembros deter-
minados no pueden ser elegidos para presi-
dente ni para los demas cargos?

Desarrollo

a.- 24 x23x22 =12,144 maneras diferentes
b.- 2x23x22
c.- 2x22x21
d.- 22x23x22 =11,132 maneras diferentes
e.- 22x21x20

1,012 maneras diferentes

I

924 maneras diferentes

9,240 maneras diferentes

1

3.- Existen 6 carreteras entre las ciudades Py Q y 5
carreteras entre las ciudades () y R. Hallar el
mimero de formas diferentes en que una persona
puede ir de P a R pasando por Q.

6 x 5 = 30 formas diferentes
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4.- Hallar el mimero de enteros diferentes de tres ‘cifras
que pueden formarse con los digitos 1,3, 5,6 y'8.

a.- Sin repeticion
5x4x3=60
b.- Con repeticion
5x5x5=125
4.1.- ;Cuantos que sean pares?
a.- Sin repeticion
3x4x2=24
b) Con repeticion
5 x5 x2=50

4.2.- ;Cudntos que sean impares?

a) Sin repeticién

3x4x3=36
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4.3.- ;Cuantos que sean multiplos de 57

a.- Sin repeticion

3x4x1=12

b.- Con repeticion

55 x1l=25

4.4.- ;Cuintos que sean mayores que 3007

a.- Sin repeticion

4x4x3=48

-

b.- Con repeticion

4x5x5=100
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#
#
4.5.- ;Cuintos que sean menores de 5007
a.- Sin repeticion

2x4x3=24

b.- Con repeticion

2x5x5=50

4.3.- Permutaciones

Son los diferentes grupos que pueden formarse con
n objetos tomados de r en r de manera que dos grupos
se diferencien en el orden o en la naturaleza de sus ele-
mentos. P(n,r) ; r < n

El niimero de permutaciones de n objetos dife-
rentes tomados de r en r esta dado por la siguiente for-

mula.

FORMULA

1

n!
——F—;r<1
(n—r)!

Por definiciéon 0! =1

P(n,r)=
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El nimero de permutaciones de n objetos entrando

todos a la vez es:

EJEMPLO

Ejercicios

CEJEMPLOS
1.- Calcular

A"P@8,6)=T—=—

b.- P(5,5)=5! =

c-P(4,1)=

8! 8!
(8—6)! 2!
1
=8x7x6x5x4x3x2.=20,160
2!
5x4x3x2A = 120
4!  4x3!

4

(4-1)r 3
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#
M

Ejercicios

2.- ;Cuantas permutaciones de 3 objetos x,y,z se
pueden formar?

P(3.3) = 3! 3x2x1=6
3.- ;Cudntas permutaciones con 5 objetos a,b,c,

d,e se pueden formar tomindolos de 4 en 47

5! 5!

P(5’4)=(5—4)!_ﬁ

_5x4x3x2x1
1

=120

4.3.1.- Permutaciones con Repeticion

A veces se desea encontrar el niimero de permuta-

ciones de objetos, en que algunos son iguales entre si, su
formula es la siguiente.

El ntimero de permutaciones de n objetos de los

cuales p son iguales entre si, ¢ son iguales entre si, r
son iguales entre si, esta dado de la siguiente forma:

FormuLA

p! q!r!
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Ejercicios

1.- ;Cuantas palabras se pueden formar con las letras de
la palabra alabama?

n=7

n! 7! Tx6x5x4!
e T =2
4 p! 4! 4! 20

p=

2.- ; Cuantas senales diferentes, cada una que contenga
7 banderas colgadas en linea vertical, pueden for-
marse en un conjunio de 3 banderas idénticas blan-
cas, 2 banderas idénticas negras y 2 banderas idénti-
cas amarillas.

7! 7><6><5><4><3!_

= =210
IIx2x2! 3Ix2x1x2x1

4.3.2.- Permutaciones Circulares

El nimero de permutaciones de n objetos alrede-
dor de un circuloes (n-1)!.

;De cuintas maneras se pueden sentar 5
muchachos alrededor de una mesa redonda |

(5-1)! =4! =4x3x2x1 =24
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Ejercicios

1.- ;Cuantas quintas diferentes de basquetball se pueden
formar si hay 8 jugadores disponibles para jugar
cualquier posicion?

8xTx6x5x4=6,720

8! 8!

Tamhién: P(8 5)— E_-S_)' 31

_8x7x6x5x4xm
B 3!

=6,720

2.- ;Cuéntas novenas distintas de baseball pueden for-
marse con 19 jugadores disponibles, si 4 de ellos
solo juegan como lanzadores, 3 solamente- como
receptores, 7 solo juegan en el cuadro y 5 solo jue-
gan en los jardines.

4x3xTx6x5x4x5x4x3=604,800

Resp. 604,800 novenas diferentes.
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Ejercicios

3.- ;De cuantas maneras se pueden escoger 4 cartas
de forma consecutiva de un mazo de barajas de
52 cartas?

Ir2 Con recolocacion:

52x52x52x52="17,311,616

2da Sin recolocacion:

52 x 51 x 50 x 49 = 6,497,400

4.- ;De cuintas maneras se puede colocar en un estante
5 libros de ilgebra, 2 de biologia, 3 de anatomia y 2
de fisica, de manera que los libros de una misma

asignatura estén juntos.

4' x5! x2!'x 3! x 2! = 69,120
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M

Ejercicios

5.- ;De cuintas maneras se pueden sentar en una fila
cuatro banilejos, dos veganos, 3 capitaleiios y 3
azuanos de manera que los de una misma poblacién

se sienten juntos.
4'x 4! x 2! x 3! x 3! = 41,472
6.- ;De cudntas maneras pueden sentarse 3 nifios y 2
nifias?
a.- En una fila
5! =120
b.- ;De cuantas maneras pueden sentarse si los

nifios y las nifias deben sentarse juntos?

2! x 3! x 2! =24

c.- ¢De cuantas maneras pueden sentarse si
solamente las nifias se sientan juntas?

4! x 2! = 48
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Ejercicios

d.- ;De cuantas maneras pueden sentarse si
solamente los ninos se sientan juntos?

3!x3!=36
7.- Encontrar el mimero total de enteros positivos que

pueden formarse si ninguin digito ha de repetirse, en
ninguno de los enteros, con los digitos 1,2,3,4.

4 = 4
3 x 4 = 12

2 x 3 x4 =24

1 x 2 x 3 x4 =24
= 64

8..- Hallar n si P(n,2) = 110

n'

— =110

n!=110(n-2)!

n(n - 1)[p—~7J!=110 (p~2]!

n(n-1)=110
n’-n-110 =0
(n-11) (n+10) = 0
n= 11
-n=—10
Resp. n= 11
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Ejercicios

9.- Hallar n si P(n,4) = 30 P(n,2)
n! 30 Xn!

(n-a)t "(n-2)!
ﬁ%n—2ﬁ=30m%nﬂﬁ)

(n-2) (n-3) (n—-4)! =30 (n—-4)!

(n-2) (n-3) =30
n2—-5n+6 =30
nZ-5n+6-30 = 0
n2-5n-24 = 0
(n-8) (n+3) = 0

n = §

n =-3

Resp. n = 8

10.-Hallar r si 2 P(6,r) = 3 P(5,r)

6! 51
2><____'?’x(s—r)!

(6—1')!
2x64(5-1r)=3x56-r)!
2% 6 X 8(5=T)! =3 x51(6 —r)(5<7!
2x6=3x(6-r)
4=6-r
r=6-4

r=2
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Ejercicio #1. Unidad No. 4

[.-Caleular
1.- 6!
2= 51
3.- 9
4. 8
6!
B ot
7!
6. n!
(n—-1)!
7. (n+3)!
(n-2)!
-3)!
g, B8l

(n+1)!
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(n+2)!
(n-1)!

9.-

10.. (m D!
(n+1)!

II.- Calcular

1.- P(6,5)
2.- P(6,6)
3.- P(1,4)
4.- P(8,8)
5.- P(10,8)
6.- P(7,2)
7.- P(9,1)
8.- P(11,4)
9.- P(5,3)

10.- P(9,9)
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I[11.- Hallar
1.- nen12P(n,2)=P(n.4)
2.- nen2P(n.3)=P(n4)
3.- nenP(n,2)=30

4.- ren2P(6.,r)=3P(5,r)

5.- renP(8,r)=2P(7,r)

IV.- De cuintas maneras se pueden sentar
1.- 9 estudiantes en una fila de 11 asientos
2.- 7 estudiantes en una fila de 15 asientos
3 - 5 estudiantes en una fila de 12 asientos

4.- 8 estudiantes en una fila de 8 asientos
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V.-  De cuantas maneras puede elegir una asociacion
que tiene 30 miembros.

1.- Un presidente, un tesorero, un secretario
y vocal (ninguna persona se puede elegir
para mas de un cargo)

2.- De cuantas maneras, si 3 miembros deter-
minados solo se pueden elegir para presi-
dente y también para los demas cargos.

3.- De cuantas maneras, si 3 miembros deter-
minados solo son elegidos para presi-
dente, pero no para los demas cargos.

4.- De cuantas maneras, si 3 miembros deter-
minados no se pueden elegir para presi-
dente, pero si para los demas cargos.

5.- De cuantas maneras, si 3 miembros
determinados no se pueden elegir para
presidente, ni para los demas cargos.
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VI.-

1.- ;Cuantos numeros de 3 cifras se pueden

formar con los digitos 2, 3, 5, 6, 87

a.- Sin repeticion

b.- Con repeticion
2.- ;Cuantos que sean pares?

a.- Sin repeticion

b.- Con repeticion
3.- ;Cuantos que sean impares?

a.- Sin repeticion

b.- Con repeticion
4.- ;Cuantos que sean divisibles entre 5

a.- Sin repeticion

b.- Con repeticion



172 LA CATEDRA: ALGEBRA SUPERIOR

(o]
Y

S : ) . 5
;Cuantos comienzan con 3 y terminan en 6?

a.- Sin repeticion

b.- Con repeticion
6.- ,;Cuantos son mayores de 5007

Sin repeticién

b.- Con repeticion
7.- ;Cuantos son menores de 3007

Sin repeticién

b.- Con repeticiéon

VIL.- ;De cuintas maneras pueden entrar 3 personas
en un edificio de 4 entradas?

VIII.-
a.-  ;De cuantas maneras se pueden sentar en
una fila 4 nifios y 5 nifias?
b.-

¢De cuantas maneras si los ninos siempre
estan juntos?
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c.- ;De cuantas maneras si las nifias siempre

estan juntas?

d.- ;De cuantas maneras si los ninos estan

juntos y las ninas estan juntas?

- IX.- ;De cuintas maneras se pueden colocar:

a.- 8 libros en un estante

b.- ;De cuantas maneras si 3 libros determi-

nados siempre estan juntos?

X.- ;De cuantas maneras se pueden colocar en un
estante 4 libros de Algebra, 3 de Quimica, 2 de
Historia y 2 de Anatomia, si los de una misma
materia deben ir juntos?

Xl.- ;De cnantas maneras se paeden sentar en una

fila:

a.- 8 estudiantes si tres de ellos determina-

dos deben estar juntos.

bh.- 12 estudiantes si 4 determinados de ellos

no deben estar juntos.
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XIL.- ;De cuintas maneras se pueden sentar 8 estudi-
antes alrededor de un circulo?

XIII.- ;De cuantas maneras pueden caer si se tiran al
aire:

a.-
1.- 2 monedas
2.- 3 monedas
3.- x monedas
b.-
1.- 1 dado
2.- 3 dados
3.- m dados

XIV.- ;De cuintas maneras se pueden sentar en linea
recta 4 estudianies de Ingenieria, 3 de Quimica,
2 de Biologia y 3 de Fisica, de manera que los
de una misma carrera siempre estan juntos y
ademds 2 de los de Ingenieria siempre estdn jun-
tos y 2 de los de Fisica siempre estdn juntos?
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XV.- ;Cuantas novenas de Base Ball se pueden formar
diferentes con 25 jugadores si 8 solo juegan co-
mo lanzadores, 4 como receptores, 7 solamente
en el cuadro y 6 solamente en los jardines?

XVIL.- Cuaintas sextas de Voley Ball se pueden formar

a.- Con 12 jugadores

b.- Con 9 jugadores, si 3 jugadores deternri-

nados solo juegan en una posicion.

XVII.-Cuantas senales diferentes se pueden hacer con:

a.- 9 banderas colocadas verticalmente, si
hay 3 blancas, 2 verdes y 4 azules.

b.- 10 banderas colocadas verticalmente, si
hay 2 rojas, 3 azules, 4 verdes y una blan-

ca.

XVIII.-  ;De cudntas maneras diferentes se pueden
formar brazaletes con:

a.- 8 cuentas de colores diferentes

b.- 10 cuentas de colores diferentes
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XIX.- Encontrar el nimero de enteros positivos que
pueden formarse si ningin digito se repite en
ninguno de los enteros. Con los digitos

3.5,6,7,8.

a.- Un Seiior tiene 4 sacos diferentes y 6
pantalones. ;De cuantas maneras difer-

entes puede vestirse?

b.- ;De cuintas maneras si siempre usa el

mismo saco?

4.4.- Combinaciones

Son diferentes grupos que pueden formarse con n
objetos tomados de r en r de manera que dos grupos
se diferencien en la naturaleza de sus elementos. Se re-
presenta por C(n.r) ; r<n.

El ntimero de combinaciones de n objetos diferentes
tomados de r en r esta dado por la siguiente formula:

FormuLA
- N Se le llama namero
C(ﬂ,l‘):m= combinatorio y se
- s Xy r
lee n sobre r.
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[.- Calcular

_ 6! ! x5x4!
1 C(6.2)= ) | _ 6 =6§\)\1 ~1s
(6-2)12! 412! 4!x2x1

5. (4 ! 1 4x3!
e L tiaye —= = 2 3%
3 4-3)131 1131 3!
51 50 1
3.- C(5.5)= L .

5-5)15! 015! 1

4.-16 |_ 6! _.(le!_E_()
6-1)1! 31! 1

II.- En un estante hay 15 juguetes distintos de los cuales
un niiio puede elegir 4. ;De cudntas maneras puedo

hacerlo?

7 3
(15] 150 15 xMX13x K x A !

4 -

— 7 313().‘-‘;r
(15 -4)14!  H'xAx3IxZx1
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[IL.- Un hotel va a obsequiar un almuerzo a 8 de sus

clientes. ;De cuintas maneras se pueden escoger entre
12 de sus clientes?

3 5
12 ) 12! _I2x11x10x9x8!_495
8 ) (12-8)! 8! 4x3x2Zxl! 8!

IV.- ;Cuéntos comités de 4 personas se pueden formar con

9 personas?
2
9 9! 9 ! ;
» _ 9IX8XTx6x3! — 196
4) (9-4)! 4! 3! 4x3x2x1

V.- ¢Cudntos comités de 5 hombres y 3 mujeres se pueden
formar con 9 hombres y 7 mujeres?

2
{9]= Ol _9xBXTxéx3Ix4l_ .
5) (9-5)! 5! 4! $xax3Ix2xl
[?]: 7L _Tx6x5x4l_ .

3) (1-3)! 3! 41 3x2x1

126 x 35 = 4,410
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VI.- Se tiene 10 puntos coplanares (en un mismo plano) no
situados 3 de ellos en linea recia.

1.- Encontrar el nimero de triangulos diferen-
tes que pueden formarse usando esos puntos

como vértice.

3 4
10 ! !
_ 10 =10 X9 x8 x7 =120
3 (10 -3)! 3! 7! 3x2Zx1

2.- Encontrar cuantos de estos triangulos tienen
un punto determinado como vértice.

4
Il '

9 B 9! =9><8><7. _36

2 9-2)! 2! 7' 2x1

VIL- Una caja contiene 7 bolas rojas y 6 bolas blancas.
Hallar el mimero de maneras en que se pueden sacar
4 bolas de la caja si:

Iro. Pueden ser de cualquier color.

3 5

p ! !
{13]_ 131 _13x12x11x16x9!__ .
4

T3 -4)! 41 9! 4x3Ix2Zx]
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2do. Dos deben ser rojas y dos blancas.

3
| !
7_ 7! :7><6x5.=21
2) (7-2)! 2! 3! 2xl1
3
[6_ 6!  _6x5x4! ..
2) (6-2)! 2! 4! 2x1
21x 15 =315

Resp. 315

3ro. Todas deben ser del mismo color.

3
6 _ 6! _6><5><4><3><2!_15,
4) (6-4) 4! 2! 4x3Ix2x1

7_ 71 _7><6><5><4><3!_%
4) (T-4) 4! 3! 4x3x2x1

35+15 =50

Resp. 50
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VIIL.-Se va a escoger un comité de 7 alumnos entre 9

alumnos de iltimo afo y 8 alumnos de pemiltimo afio.
Hallar el mimero de estos comités, si deben tener.

lro. Exactamente 4 alumnos de Gltimo afio.

2
(9) 91 9 X8 X7 X6 X3!
— — =12()
(4) (9-4)4! 3! 4x3x2x1
8 ) 8!  8XTx6x3!

56

3) (8-3)13! 3! 3x2x1
126 x 56 = 7,056

Resp. 7,056

2do. Por lo menos 5 alumnos de altimo afo.

2
9) 9! OXGXTX6X3!
e = = =126
SJ (9-5)! 5! 4x3x2Zx1x3!
4

! !
8 L 8! =$><7><6._:28
2 (8-2)! 2! 6'x2Zxl

126 x 28 = 3,528

Resp. 3,528
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3 4
9 : :
o _ 9 _ IxBxT X6 —84
6 9-6)! 6! 3Ix2Zx1x6!
8 3! 8x17!
= = =8
1 (3—1)! 11 71x1
84 x 8 =672
Resp. 672
Nt 8! g1 1
7 = - =—=1
0) (8-0)! 0! &!x1 1
4
[9)= 91 91  9xgxT!
7) (9-7)t 71 217t 2Zx1x74
36x1 =36
Resp. 36

3,528 + 672 + 36 = 4.236

36
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IX.- Hallar el valorde n si 2 C(n,5) = 3 C(n,3)

n! n!

2X o5 st > a-3)! 3t

2xn! (n-3)! 3!=3x#! (n-5)! 5!
2(n-3)(n-4)(n-5)! 3!=3(n-5)! 5x4x3!

2 (n-3) (n-4) =3 x 5 x 4
(n—-3)(n-4) =30
n?2 - 7n + 12 =30
n2—-7n+12 -30 =0
n2 - 7n - 18 =0

(n-9)(n+2) =0

1l
(=]

n-9=20 n + 2
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X.- Un sefior compra 5 vacas, 4 chivos y 5 gallinas a un
hombre que tiene 9 vacas, 7 chivos y 10 gallinas. ;De
cudntas maneras puede hacer la compra?

Las vacas las puede comprar de la siguiente

e | © , los chivos L ; v las gallinas 10
5 4 5

9 9! 91
].I'O- = =
5 (9—5)! 51 41 5!

2
1
_ 9x8x7x6x5.=126
4x3x2x1x3!

mm.7 " 7! =7x6x5x4!=35
4) (7-4)1 41 3x2x1x4!
10 10!

3ro. =
5] (10 -5)! 51

2 2
_I0X9IX8XTx6x3!

— =2
BIxFIx4x3Ix2x1 52

126 x 35 x 252 = 1,111,320

El sefior puede comprar de 1,111,320
maneras diferentes.
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XI.- Un estudiante debe responder 7 de 11 preguntas en
un examen.

Iro. ;De cuintas maneras puede hacerlo?

2do. ;De cuantas maneras si debe responder las
4 primeras preguntas?

3ro. ;De cuantas maneras si tiene que responder
2 q I
por lo menos 3 de las primeras 6 preguntas?

1) 11!
Iro-l 7 T =y =

3 2
11 x10 Xx9X8XTx6X3x4!

- =330
4IXTX6x3x4x3Ix2x1
S| 7 o T2 THOXExA] .
3) (1-3)1 31 4ix3x2x1
o
3ro. a.-|° x[5]=20 X5 =100
(6)_ 6! _6x5xax3l__
3) (6-3)1 31 3x3x2x1
5 51 5 x 4!
= = =5
4) (5-4) 41 1x4!
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]><(§J=15 %10 =150
3
6! 6 !
]___ _ X5 %4 ~15
(6—4)! 41 2x1x4!
2
)_ 51 5 x4 x3!
= - =10
(5—3)! 31 2x1x3!
5
JX[ ]=6><10=60
2
)_ 6! 6x3!
—_ — =6.
(6—5): 51 1x3!
2
]z 5! 5! _ 5x4x3!
(5-2)r2r 3121 1x31

10
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=9
]
=2 T =)

e

\

6 6! 6! _
6) (6-6)r 6! orel

/
5 5! { !
)_ __‘3><4 _s
\1

Rt
(JEHREFCIEHIE

Respuesta 315

4.5.- Particiones Ordenadas

Sea A, que contiene n elementos, y sean Py,
P,, P3, P4, enteros positivos de manera que:
P1+P2+P3+P4=n.

‘ n! ..
Existen , particiones

P! x B! x P! x P,!

ordenadas diferentes de A.
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.= ;De cuantas maneras se pueden repartir 11 juguetes

2.- Calcular el mimero de maneras disiintas en que 13

entre 4 nifios, si el mayor debe recibir 3 juguetes, el
que le sigue 2 juguetes, el otro cuatro juguetes y el
menor 2 juguetes.

2

11! _ 11 X10 X9X8 X7 X6 x5x4!
31 21 4! 2! I x2Zx1x2x1x4'x2x1

=69 ,300

libros diferentes pueden dividirse en tres grupos de 8,
3 y 2 libros respectivamenie.

13! =13><12><11><10><9><8!
8!1x31x2! 8'Xx3I x2x1x2x1

=12 .870
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Ejercicio #2. Unidad No. 1.

.- Caleular

4.- C(8,1)
5.- C(9,8)
(
6.- 7]
(2
T 3\
;1
3
{ A\
o [10
L 4
0. (12)
6 )

10.- C(6,4)
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IIl.- Cuéntos comités de:
a.- 6 personas se pueden formar con 12 personas

b.- 7 personas se pueden formar con 12 per-
sonas.
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IV.-  En una piscina hay 8 peces distintos, de los
cuales se pueden escoger 5. ;De cuantas mane-
ras se puede hacer?

V.- ;Cuantos comités de 6 hombres y 5 mujeres se
pueden formar con 8 hombres y 9 mujeres.

VI.- Un estudiante tiene que responder 10 preguntas
de un temario de 13 preguntas. ;Cuantas selec-
ciones tiene?

VII.- Se tienen 15 puntos coplanares no situados, tres
de ellos en linea recta.

1.- Encontrar el namero de triangulos dife-
rentes que pueden formarse.

2.- ;Cuantos de estos triangulos tienen un vér-
fa g
tice comun?

VIIL.- Una caja contiene 5 bolas negras y 4 bolas blan-
cas. Hallar el nimero de maneras en que se
pueden sacar 6 bolas:

1.- 6 bolas de cualquier color
2.- 2 sean negras y 4 blancas
3.- 4 sean negras y 2 blancas

4.- Por lo menos 2 sean negras
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Por lo menos 2 sean blancas
A lo mas 2 sean negras

A lo mas 3 sean blancas

Un alumno tiene que responder 8 preguntas de
un temario de 13:

¢De cuantas maneras puede hacerlo?

¢De cuantas maneras si tiene que responder
las primeras 3 preguntas?

¢De cuantas maneras si tiene que responder
por lo menos 5 de las primeras 7 preguntas?

¢De cuintas maneras si tiene que responder
a lo mas 3 de las 6 primeras?

Un seiior desea comprar en un Hotel 6 carnes, 4
pastas, 3 sopas y 2 postres. Si el Hotel tiene
disponible 8 carnes, 6 pastas 5 sopas y 4
postres. ;Cudntas selecciones puede hacer?

XI.- De cudntas maneras pueden repartir:

a.- 15 lapiceros distintos entre 4 nifios de

manera que el menor reciba 3, el mayor 6,
el que le sigue al mayor 2 y el otro 4.

b.- 10 peces de colores distintos entre 3 ninos,

de manera que uno reciba 4, otro la mitad
de este y el altimo el resto.
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Xll.-  Caleular el mimero de formas diferentes en que:

a.- 8 boligrafos pueden dividirse en grupos de

3,3y 2, boligrafos respectivamente.

b.- 11 estuches distintos pueden dividirse en
grupos de 4, 3, 2 y 2 estuches respectiva-

mente.

193

XIlIl.- De cudntas maneras se pueden repartir 15 per-

sonas de 4 grupos de:

a.- 3,4, 6 y2 personas

b.- De5,2,6, 2

XIV.- Un hotel ofrece una comida a 8 clientes:

1.- ;De cuantas maneras se pueden escoger

entre 12 de sus clientes?

2.- ;De cuantas se pueden escoger si 3 de los

clientes no van juntos?

XV.- De cuintas maneras se pueden formar con 15

estudiantes:

a.- Un comité de 6 estudiantes
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b.- Un comité de 6 estudiantes, si dos estudian-
tes determinados no estan juntos en el
comite.

¢) Un comite de 6 estudiantes si dos de los
estudiantes determinados siempre estan
juntos.

4.6.- Teorema del Binomio

Con este teorema se pueden obtener directamente
los términos del desarrollo de una potencia entera y
positiva de un binomio: (@ + b)»

Por multiplicaciones directas vamos a escribir su
desarrollo, para los valores de n =0 hasta n = 5;

vamos a observar las caracteristicas que tienen estos
desarrollos.

(a+b)0= 1

(a+b)l= a+b

(a+b)2= a2 + 2ab + b2

(a+b)3= a3 + 3a%b + 3ab2 + b3

(a+b)ys= a* + 4a3b + 6a2b? + 4ab3 + b4
(a+b)>= a5+ 5a%h + 10a3b2 + 10a2b3 + 5ab4 + b5
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4.6.1.- Caracteristicas

Iro- El namero de términos del desarrollo es una
unidad mas que el exponente del binomio.

2do. En el primer término el exponente de a esn, y va
decreciendo de unidad en unidad en cada uno de
los términos siguientes.

3ro- La letra b aparece en el segundo término con
exponente igual a la unidad y va aumentando de
unidad en unidad en cada término siguiente.

Nota:El exponente de b es siempre una unidad
menos que el orden del término en que se
encuentra.

4to- La suma de los exponentes de a y b en cualquier
término es igual al exponente del binomio.

5to- Los coeficientes de los términos que equidistan de
los extremos son iguales.

6to- El coeficiente del primer término y el altimo tér-
mino es la unidad y el coeficiente del segundo tér-
mino es el exponente del binomio.

7mo. El coeficiente de cualquier término se obtiene
multiplicando el coeficiente del término anterior
por el exponente de a, y dividiendo este producto
entre el exponente de b aumentado en uno.
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Si el exponente de un binomio es par, el desarrollo
tiene un namero impar de términos, y por lo tanto tiene

un término central.
Para calcular el lugar del término central se divide

entre dos el exponente y se le suma uno.

(a + b)3, tiene 9 términos, por lo tanto tiene un

término central, y su lugar es

8/2 +1=4+1. El quinto lugar.

Si el exponente del binomio es impar, el desarrollo
del binomio tiene un namero par de términos y por lo
tanto tiene 2 términos centrales.

Para calcular los lugares de los dos términos cen-
trales se aumenta en uno el exponente y se divide entre
dos, ese es el lugar del primer término central, el si-
guiente es el lugar del otro término central.

(a+b)q; T=%=5t0 Y 6to
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Ejercicio

Hacer el desarrollo usando el teorema del binomio.

1.- (a+b)*

Il

a‘jl + 4a3b2 + 6a2b3 + 4ab3 + bt

2.- (2a-3b)5 = (2a)>—5(2a)¥(3b)

+10(2a)3 (3b)2 - 10(2a)2(3b)3
5(2a)(3b)* - (3b)®

32a5 — 240a%b + 720a3b2

~1080a2b3 + 810ab* — 243b5

3.- (a%+ b3)* = (a2)* + 4(a2)? (b3) + 6(a2)%(b?)?
+ 4(32)1(])3)3 + (1)3)4

a8 + 4a6b3 + 6a%b0 + 4a2b? + 12

4.6.2.- Teorema del Binomio

n(n - 1)
12

(a + b)n =a"+na"'b+

2" ?h? + n(n ~ 1)(“ i 2)
Ix2x%x3

e nin—1
a"_“b"+...+——( = ) a’b" 2 +nab"' +b"
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n—3b3+"- n hn -1 X n n—rbr
i i1

2. letra griega llamada sigma, significa sumatoria.

Hacer el desarrollo usando los coeficientes
binémicos (nimeros combinatorios).

(a+b) = (zJ a5+(‘;’J a4b+{gJ a’h? +[g] a’h? -
o

= a°+ 5a% + 10a3b? + 10a2b3+ 5ab% + b5

El coeficiente numérico de a™~ brT es [n en el
desarrollo de (a + b)=. r
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1.- Hallar solamente el tercer término del desarro-

llo de (a + b)S.

{Il Janrbr — {5] a5—2b2
r 2

2
! !
5 a3b2:L—-— a’h’ = Sx_d’x_g_:_]()a
2 (5-2)! 2! 3!x2x1

2.- Hallar el 5to. término de (3X2 - 2y3)8,
. (5) (5) (5) (5) (5) (5
="+

@x" ) (-2y°)

J
oo -

_ BXTX6X5%4!
T AIx4x3x2x1

1296 x°y"

(70) (1296 x8 y12)
90,720 x8 yl2
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3.- Obtener el término que contiene X!V en el desarrollo
de (2x2 - y3)8

x10 = ? en (2x2 -y3)8

(x2)8-r = x10

x2(8-1r) — x10

16 - 2r = 10
-2r = 10 - 16
-2r = -6
r = —-6/-2
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8XTX6X3!

She3 x2 %] (_32 x'"y")

56 (-32x"y’)

-1792 x''y’

4.- Obtener el término que contiene x8 en el desarrollo

0
de 2x2—£
2

201
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e (3]

(x3)8 -r (x)r = x8
x3(8-r) = 8
X24 - 3r xT = K8

x24-2r _ x8°

24 -2r = 8
-2r = 8 — 24
r=-16
-2
r =8




6,561
5.- Obtener el término central de [

1 p1=g4i
2

término sexto (
/

Il] an—rhr

\I‘

(10 (i]lﬂ—s [__h\ﬁ
\5 b a .

10! £)( B
(10 -5)! 5! b‘J\ 4’
10!

5!5!(_U

2 2

10X9IXBXTXHXB! (_1)

BIxBIx4AxIX2x1
(252) (-1)

Resp.

=6

-252
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4.7.- Triangulo de Pascal

Con el Triangulo de Pascal se encuentran los coefi-
cientes de los términos del desarrollo de (a + b)" para los
valores enteros y positivos de n. A estos coeficientes se le
llaman coeficientes binomiales o binomicos.

(a+b)0= 1

(a+b)l= a+b

(a+b)2= aZ +.2ab + b2

(a+b)?= a3 + 3a2b + 3ab? + b3
(a+b)t= a* + 4a3b + 6a2b2 + 4ab3 + bt
(a+b)>= -a®+ 5a*bh + 10a3b2 + 10a2b3 + 5ab* + b

1

/\/\

1 + 2 +

/\/\/\

1 + 3 + 3

/\/\/\/\

+ 4 + 6 + 4 +

VAYAVAVAVA

+ 10 + 10 + 5§ I
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El triangulo de Pascal es una forma triangular de

nameros que tiene las siguientes propiedades.

1.- El primer y tltimo nimero de cada fila es igual a
la unidad.

2.- Cada namero interior del triangulo se obtiene
sumando los dos nimeros que estan en la fila
inmediata superior a la izquierda y la derecha.

3.- El namero de filas del triangulo es una unidad
mayor que el exponente del binomio.

4.- Estos coeficientes se les llaman binémicos o bino-
miales y se pueden escribir en una disposicion tri-
angular de nimeros de la siguiente manera.

0
0

4 (4) (4) (4) (4
o) 1) 2) (38) 4
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Ejercicio

ey (g (aJre{zpers

=[G

Comprobacion
(4 4! ¢
0) (4-0)tor 4! 1!
(4) a1 4ax3! .
(1) (4-1)m! 31x1!

2
(4)_ 4! 4l 4x3x2!
2) (4-2)121 212! 2Ix2x1
(4)_ 414l 4ax3r
3) (4-3)!31 1131 1x3!
(4) 4 4 _ 4
(&) (4-4)! 4! 0! 41 4!

1 +4+6+4+1=16
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Cuando se nos pide hallar el término independiente
de x o de y en el desarrollo de (a + b)", ese término
tiene a x elevado a cero v a y elevado a cero.

Ejercicio # 3. Unidad No. 4

.- Hallar el desarrollo usando el teorema del binomio.

1.- (3x + 4y)3
2.- (5x—-y)*
3.- (x +4y3)°

4.- (2x2 - 3y3)6

5.- (2x% + 3y°)4

3
3 3 2 2

oo | Snti
[2x 3y]

( \
s —l-x2 +2y

\ 2 y

[ 1 1\5
8.- [x?-2y?

\ /



I1.- Hallar solamente el:

1.- 4to. término del desarrollo de (3x2 — 2y3)5

2.- 3er. término del desarrollo de (x — 3y3)4

3.- 9no. término del desarrollo de (x - j,2 )’"
4.- 5to. término del desarrollo de (x3 — 2y2)6
5.- El término central de (4x2 — 3y3)8
6.- El término central de (2x3 + 4y2)10

~7.- Los dos términos centrales de (3x — 2y)?

1
8.- Los dos términos centrales de (-{ - i)
3

2
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9.- El término independiente de x en el desarro-

llo de (2x1' = 3y2)*

10.-El término independiente de y en el desarro-

llo de (x3 + 4y?)8

11.-El término que contiene x® en el desarrollo

de (2x2 + y3)0

12.-El término que contiene x! en el desarrollo

13.-El término que contiene y°® en el desarrollo

de (x2 + 3y)?

14.-El término que contiene y* en el desarrollo

de (4x — 2y2)8

15.-El término que contiene x!> en el desarrollo

de (2x3 — 3y2)6
16.-El término que contiene y? en el desarrollo

2 3 VW
de _x___y_]
2 3

#
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I1I.- Hallar el desarrollo usando los coeficientes binomicos
1.- (3x2 +y)®
2.- (4a3 - 2y2)6
3.- (x—2y)*
4.- (3x2 - 4y3)3
- (53

IV.- Demostrar que:

e 2 =)0
2= EHEHE)

V.- Usar el tridngulo de Pascal para hallar el desarrollo de

1.- (4x — 2y2)4
2.- (3x2 +2y3)3
3.- (4x + 3y4)5
4.- (2x2 — y2)6
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Ejercicios de Repaso

UNIDAD No. 4

- i
g e
4.- =
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II.- Calcular:

1.- P(6,2)
2.- P(8,3)
3.- P(6,1)
4.- P (8,7)
5.- C(6,2)
6.- C(5,1)

- ()
< (]

IIL.- Obtener el término que contiene; (sin efectuar
el desarrollo)

.- x8 en el desarrollo de (2x3 + 3y2)?

2.~ ySen el desarrollo de (3x3 — 2y3)8

IV.-  Obtener sin hacer el desarrollo:

1.- El 4to. término de (4x — y2)10
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2.- El término central de (2x3 + 4y2)12

3.- El término independiente de x en (x — 2y2)°

V.- Cuintos mimeros de 3 cifras se pueden forman
con las cifras 0, 2, 3, 4, 5, 7, 9. Sin repeticion
que sean: '

a.- Pares

b.- Impares
c.- Mayores de 400
d.- Menores de 700

e.- Divisible entre 5.

VI.- De cuintas maneras se pueden repartir 13 per-
sOnas en grupos

a.- 3,4y 6 personas

b.- 2 de 5 personas cada uno y el otro de 3
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VII.- Cudntas permutaciones se pueden formar con las
letras de la palabra ANDREUS entrando todas.

a.- Cuantas terminan en D.
b.- Cuantas no comienzan con S.
¢.- Cuantas comienzan con R.
VIII.-
a.- De cuintas maneras se pueden sentar en

una fila 4 nifios y 3 ninas.

b.- De cuintas maneras si las nifias se sientan

juntas

c.- De cuantas maneras si los nifios se sientan
juntos.

d.-  De cuantas maneras, si los nifios se sientan

juntos y las nifias se sientan juntas.
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a.-  De cudntas maneras se pueden elegir para
formar un comité de 6 personas de entre

12.

b.- De cuantas maneras si en cada comité hay

una persona determinada.

X.-  Una urna tiene 6 bolas verdes y 5 blancas.

a.- De cuintas maneras se pueden sacar 4 bo-

las que sean del mismo color.

b.- De cuantas maneras se pueden sacar 5 bo-
las de manera que 3 sean de un color y 2

del otro.



Sucesiones
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Sucesiones

5.1.- Sucesion

Es un conjunto de nameros ordenados y formado de

manera que cada término n se obtenga de acuerdo con
una ley dada. Esta ley representa el término general de la
sucesion y esta en funcion de n, siendo n el orden de dicho
término en la sucesion.

Esemplo -

Sea la sucesion 3,5, 7,9, ... ,2n+ 1
n igual al nimero de términos
Un = término general = 2n + 1

3,5,7,9, ... ,2n + 1

n=1

2n+1=2(1)+1=3

n=2

Im+1=2@2)+1=5

n=3
2n+1=23)+1=17
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Con la formula Un = 2n + 1, se puede obtener cualquier

término de la sucesion.

Ejercicios

EJEMPLOS :

1.- Escribir los 5 primeros términos y el térmi-

2.- Escribir los tres primeros términos y el tér-

no 12 de la siguiente sucesiéon que tiene como

término general 27 - 1.

n=1

2n-1=2(1)-1=2-1=1

n=2
2n-1=2(2)-1=3

n=3

2n-1=2(3)-1=5
n=12
2(12)-1=23

mino 11 de la sucesién, cuyo término gene-
ral es 2n -2,

n=1
21-2_-2-1_1/9
n=2
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Ejercicios
n=3
93-22 9V 9
n=11

211-2 _ 29 = 512

3.- Eseribir los 4 primeros términos de la suce-

n-+1

sidn que tiene como término general
el término 8 de la sucesion. n

n=1

n+1 _I+1_2

~=9
n 1 1
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Fjercicios
n=38

gkl 2

8 8

4.- Escribir los tres primeros términos de la

sucesion y el 9° término que tiene como tér-
3n—-1

_ a
mino general
(11 +2)!
Paran=1
3(1)-1 ’
a*() a*!  a®

(1+2) 3! 31

Paran=2
R _a®
(2+2) 4!
Paran=3
233 8
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Ejercicios
EJEmMPLOS
Paran=9

3(9)-1
a(} 228

(O+2)! 11!

5.2.- Serie

Es la suma indicada de los términos de una sucesion;
y esta puede ser finita o infinita, segin que la sucesion
que la forma sea finita o infinita.

5.3.- Progresion Aritmética

Una progresiéon aritmética es una sucesiéon de
niimeros, de manera que después del primero cada tér-
mino se obtiene sumandole al anterior un niimero fijo

llamado diferencia (d).

a; ,a;+d, a;+2d, ...,
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Cuando se conocen dos términos consecutivos de una
progresion aritmética se resta al posterior el anterior.

Para hallar d.

l.- Sea 2,5,8,11, ... una progresién aritmética. Hallar d.
d=5-2=8-5=11-8=3

2.- Determine cuales de las siguientes sucesiones forman
una progresion aritmética.

a.- 4,7,10,13, ...,

b.- 14,12, 10, 8 ,... ,

d=12-14=10-12=8-10 = -2 si

¢i= 8,13, 15, .4z .

d= 13._—,8 #15-13 no es
5 2

d.--2,4,8,10, ...,

d=4-(-2)=6

8-4=4 no es
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e.- 2x -y, 4x + 2y, 6x + 5y, ... ,
4x + 2y - (2x —¥) 0x + 5y — (4x + 2y)
4x + 2y 6x + Sy
-2x + vy —-4x - 2y
d=. 2% 83y d= 2x +3y
si_es

5.3.1.- Elementos de una Progresion Aritmética

a; = Primer término

d = Diferencia

n = Nuamero de término

a, = Ultimo Término (término enésimo)
S, = Suma de los n primeros términos

n

5.3.1.1.- Ultimo Término de una Progresion
Aritmética

Sea la progresién aritmética a;, a +d,

a+2d, a+3d,. ...

a_ =a;+(n-1)d

n
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EJEMPLOS

a.- as = aj + 4d
b.- 3.13=ﬂl+ 12d
c.- asy = ay + 23d
Ejercicios
1.- Hallar el término 15 de la siguiente pro-
gresion aritmética: 2, 6, 10, 14, ... ,
ad:Jb = 2
d =6-2 =4
H.o w15
315 - ?
15 = aj + 14'{1
ad15 = 2 + 14 (4)
a;5=2 + 56
315= 58

Férmula para hallar la suma de los n primeros térmi-
nos de una progresién aritmética.

1* Cuando se conoce el altimo término

S, = g(a‘ +a“)
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uando no se conoce el iltimo término

tg
P}

S..:£23:+ n-1)d
2o, +(n-1)

Ejercicios
EJEMPLOS
l.- Hallar el 9no término y la suma de los
primeros 15 términos de la siguiente progre-
siobn: -4, -2, 0, 2, ... ,
a; = -4
d =-2-(-4)=-2+4=2
n =9, n=15
ag = ?
Si5="7
ag = a; + 8d.
ag = -4 + 8 (2)
ag = -4 + 16
ag = 12
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Ejercicios

15

S [-8+30 2]
§ A (20)

|
Sy =150

2.- Hallar a, y S, en la siguiente progresiéon arit-
mética: 2, 5, 8, 1, ... , hasta 10 términos,
usando para la suma las dos formulas.

ﬂl '—“'2
d =5-(2)=3
n =10

a10=al+9d=2+9(3)=2+27=29

S1o :'121 (31+am)

815 =12(l (2+29)

S =5 (31)
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Ejercicios

Sy :.I?I [2;1, +(n = I) d]

slo==lgl 2 (2)+(10-1) 3]

S =5 [4+30 -3]

1l

S, =5 (31)

S,, =155

3.- Hallar el valor de h para que 2h + 1,
h + 6, 4h — 1 formen una progresion
aritmética.

2h + 1, h + 6, 4h -1

hi+6—(2h+1) = 4h=1=(h+6)
h+6-2h=1=4h-1-h-6
“h+5 = 3h -1
Ty =By = = 5
iy = =12
h = —12/-4
h =3
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Ejercicios

EJEMPLOS

4.- ;Cuantos términos debe tener la progre-
sién aritmética 2, 7, 12,... , para que su
suma sea 1197

S, =119

a; =2
=7-2=35

n =7

S, =—[2a, +(n-1)d]

b | B

119 = 3[2(2)+ (n-1)s]

2x119

n[4+5n-5]
238

I

n [-1 + 5n]
238 = -n+5n?

5n2 — n - 238 =0

1 +/1% —4(5)(-238)

2(5)
L _141+4760

10
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Ejercicios

_1£v4761  1£69

n

10 10
1+69 70 _7
10 70
1-69 68 34
10 10 5
Resp. n = 7

5.- Hallar el 9no. término y la suma de los
primeros 9 términos de 2x + 2y, 3x + 2y,
4x + 2y

a] =2x+2y
d =3x+2y—(2x + 2y)

d =3x+2§-2x- 2%
d =x

a9 =31+8d
ag =2x + 2y +8x

ag = 10x + 2y




232

LA CATEDRA: ALGEBRA SUPERIOR

Ejercicios
y n
S, = 5 (a, + ag)
. _9
S, =3 (2x+2y+10x+2y)

9
Sy == (12x+4
) ( y)
S, =9 (6x+2y)
S, =54x+18y
6.- El tercer término de una progresién arit-

mética es 10 y el sexto término 22.
Hallar el término de lugar 12.

dg = ].0
dg = 22
d19 = ?
a, +2d =10 x1
a,+5d =22 x-1
a,+2d =10
—a, —5d =-22
-3d=-12
g 12
-3
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Ejercicios
oy e R |
a; +2d =10 aj9 =a; +11d
ap +2 (4) =10 apy =2+ 11 (4)
a; =10 — 8 ay, =46
ay =2

5.3.2.- Medios Aritméticos

Son los términos que estan comprendidos entre
otros dos, @ y b, en una progresion aritmética.

Los medios aritméticos entre 2 y 23 en:
2495 85 11, 142 17, 20, 23, son

S .8 .11, 14. 17, 20

Para interpolar medios aritméticos entre otros dos
niimeros en una progresién aritmética hay que hallar la
diferencia.

Interpolar 5 medios aritméticos entre -2 y 16.

al =—2
n =17
a7 = 16

d =7
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—
(=)
I

|
(o)
5 3
=)}
j=9

=P

Il I

o o
==}
_
=2}

5.3.3.- Media Aritmética (A)

Si se interpola un solo medio aritmético entre otros
dos nimeros, @ y b, en una progresién aritmética, se
obtiene la media aritmética (A).

La férmula para hallar la media aritmética de dos
nimeros a@ y b, en una progresion aritmeética es:

_Formuta
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Ejercicios

o
Il

1.- Hallar la media aritmética de -8 y 24.

-8
24
?
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Ejercicios

3.- La media aritmética de dos niumeros es 9
y uno de ellos es 12. Halla el otro.

a =|2
b =7
,.'\ =()
9_12+l_)
2
2X9=12+b
18 =12 +b
b=18 —12
b=6

4.- Hallar la suma de los primeros n enteros
positivos impares. 1,3, 5,7, ...

a; =1
d " =3=1=2
n =n
Sy =2
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Ejercicios

S :'2—‘ [2+2n -2]

S,=5 (2n)

S =n?

Para expresar (ue tres nlimeros estan en progresion
aritmética, se representan de la siguiente manera:

x -d, x, x+d

Ejercicio

La suma de tres niimeros en progresion arit-
mética es 24, y el producto del primero y el ter-
cero es 55. Hallar los niimeros.

x—d+x+x+d=24

3x=24
24

X=—
3

x=8
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x—-—d=8-3

Il
wn

x+d=8+3=11

Il
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Ejercicio # 1. Unidad No. 5

I.-

IIL.-

I1I.-

Determinar cuiles de las siguientes sucesiones
forman una progresion aritmética. Explique.

L "25 6: 190, 14, 18, = 5

2.~ 124 10 10, 8, 65 wsr: 5

B By A% ET B2y wia

iz 9y 6y Iy Ly =245y wee o
5-2x -1, 5x+1, 8x + 3, ... ,
6.- 4x, 4x + 1, 6x — 2, ... ,

7.- =7, -5, -3, -1, ... ,

8- 2a, 2a+3, 2a+6, ...,

9- 4x -1, x + 2, 4x , ... ,

10.- 5% — 3, x, 10x—=6 4 .. ,

Formar 5 progresiones aritméticas cuya diferen-
cia sea 3; y 5 cuya razon sea -3.

Hallar

.- El 5to. término de -3, 1, 5,9, ... ,
2.- El término 16 en 7, 5, 3,1, -1, ... ,
3.- El término 12de 3, 6, 9, ... ,
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4.- El valor de x para que 2x, 3x + 5,
10x — 2 formen una progresién arit-
mética.
5.- El valor de x para que -2x + 4, x
+ 8, x + 6, formen una progresién

- -

aritmética.

IV.-  El 4to. término de una progresién aritmética es 2
y el 8vo. es 6. Hallar el término 11 y su suma.

V.- El 3er. término de una progresién aritmética es
8 yel Tmo. es 70. Hallar el término 15 y su
suma.

VI.- Si

a) = 5
d=3
n=15

Hallar: a; y Sic
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VII.- Una progresion aritmética tiene los siguientes

elementos: a;, d, n, a,, y S,.

Hallar:

l.- a_ en funcién de a;,ny S,.
2.- a; en funcion de d, n, S,.
3.- n en funcién de a_, a;

4.- d en funcidén de a,, a; y n.

VIII.- Hallar :

IX.-

l.- a;, si ag=25; d=3

2.- S, si a=3,d=2, n=7

Interpolar:

l.- 5 medios aritméticos entre
2.- 4 medios aritméticos entre
3.- 7 medios aritméticos entre
4.- 6 medios aritméticos entre

5.- 5 medios aritméticos entre

9y 27.
-6y 34.
2/3 y 25/6 .
4y-17.
-5yT.
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X.- Hallar la suma de:

l.- Los primeros n niimeros enteros posi-
tivos:

a.- Los primeros n niimeros enteros posi-
tivos impares.

b.- Los primeros n niimeros enteros posi-
tivos pares.

XI.- La suma de:

1.- Los 6 primeros términos de una pro-
gresion aritmética es 48 y la suma de
los 8 primeros términos es 80. Hallar
la suma de los primeros 15.

2.- Los 9 primeros términos de una pro-
gresion aritmética es —-90 y la suma de
los 13 primeros es —208. Hallar la
suma de los 17 primeros términos.

XIL.- Hallar:

I.- La media aritmética de -8 y 24.



Sucesiones 243

2.- La media aritmética de 15 y -19.

3.- La media aritmética de m y n.

4.- La media aritméticade x+y y x-—y.

XIIL.- La media aritmética de dos nimeros es:

I1.- 25 v uno de ellos es 17. Hallar el otro.

-—

2.- 107/2 y uno de ellos es 24. Hallar el

otro.

3.- 6y uno de ellos es 5 veces el otro. Hallar

los niimeros.

XIV.- Demostrar que : a, = a; +(n-1)d

XV.- La suma de 3 mimeros en progresion aritmética
es:

1.- 27 y el producto del Iro. por el 2do. es

54. Hallar los niimeros.

2.- 270 y el producto del Iro. y el 3ro. es
6500. Hallar los nlimeros.
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5.4.- Progresion Arménica

Una progresion arménica es una sucesiéon de
niimeros cuyos reciprocos forman una progresion arit-
meética.

T T e

La sucesiéon 1/3, 1/6, 1/9, ... , 1/3 n , es
una progresion armoénica ya que sus recipro-
cos: 3, 6,9, ... ,3n, ... , forman una pro-

gresion aritmética.

Para resolver problemas de progresiones arménicas,
se debe tomar en cuenta la progresién aritmética corre-
spondiente.

Para hallar el término enésimo o la suma de los n
primeros términos de una progresion armoénica, no exis-
ten formulas.

" EJEMPLO '

El segundo término de una progresién arméni-
caes 1/4 y el 9no. término es 1/18. Hallar el
6to. término.

1/4

ag

ag = 1/18 Progresion arménica

a(, ?
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a; = 4
ag = 18 Progresion aritmética
ag = ?
a, = a;+d =4x1
ag = a;+8d =18 x-1
a;j+d =4
—a; - 8d = -18
-7d = -14
d = -14/-7
d =2
a;+d =4 ag =a; + 5d
a;+2 =4 ag =2+ 5 (2)
a; =4 -2 ag =12
ay =2 ag = 1/12

5.4.1.- Medios Arménicos

Son los términos comprendidos entre otros dos e
y b en una progresion armonica.
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Ejercicio

Interpolar 4 medios arménicos entre 1/7 y -1/3

ay = | .{7

n = 6 Progresion armoénica
a =-=1/3

s 7

n =6 Progresion aritmética.
ag = -3

d =9

-3 =7+ 5d

-5d =7+ 3
d =10/-5
d =-2

=1 , -1/3
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5..L.2.- Media Armonica (H)

Si se interpola un solo medio arménico entre otros
dos términos a y b en una progresion arménica, se
obtiene su media arménica (H).

Para hallar la media armoénica (H) de dos ndameros
a vy b en una progresion armodnica se utiliza la si-
cuiente formula.

FORMULA

”22 ab

a+b

lLa media arménica de dos nimeros ¢ y b no es
igual al reciproco de su media aritmética.

Ejercicios
1.- Hallar la media arménica de 5 y 11.
TI i = 2 ab
b s 11 a+b
H=7 2 (5) (11
426 (1)
S+1l
= 110
16
i :"—é’—
|
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3.- La media aritmética de dos niimeros es 5 y la media

Ejercicios

2.- Calcular la media arménicade m+n y m-n.

a=m+n
_2ab
a+b

b=m-n H

H=?

_2 (m+ n) (m—n)
= m+n+(m—n)

2 (w-w)

armonica 24/5. Hallar los niimeros.

N +b
— 94/ A:a
H = 24/5 5
5=a+b
2
2X5=a+b
10 =a+bhb

a=10~-hb
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Ejercicios
H=2 ab
a+b
24 _2ab
5 a+b
24 (a + b) =5(2ab)
24a + 24b =10ab
24(10 — b) + 24b =10(10 - b)b
240 — 24b + 24b =100b - 10b?2
240 =100b — 10b?2
10b2 — 100b + 240 =0
b2 - 10b +24 =0
(b-4)(b-6) =0
b-4 =0
b =4
b-6 =0
b =6
Resp. 4 y 6
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Ejercicios

4.- La media aritmética de des niimeros es 8 y su media
arménica es 15/2. Hallar los nimeros.
a+b
=8 A=
A =8 9
H = 15/2
g a+b
2
2X8 =a+b
16 =a +b
a =16 -b
H= 2ab
a+b
15 _ 2ab
2 a+b
15 (a+b) =2 (2 ab)
15a + 15b =4ab
15 (16 - b) + 15b =4 (16 — b) b
240 - 15b + 15b = 64b - 4b2
240 =64b - 4h2
4b2 + 240 — 64b =0
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Ejercicios

b2 - 16b + 60 =0
(b-6)(b-10)-=0

b-6 =0
b =6
b-10 =0
b =10

Resp. 6 y 10

Ejercicio # 2. Unidad No. 5

I.-  Hallar el:

1.- 8vo. término de la siguiente progresion

armonica:
11 1
65 4" % ]

2.- Término 12 de la progresiéon armonica:

L
5 k.

" mees g
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II.-

II-

IV.-

La media aritmética de dos mimeros es 6 y su
media arménica es 9/2 , hallar los nimeros.

La media arménica de dos mimeros es 15/4 y
uno de ellos es 5, hallar el otro.

La media arménica de dos nmimeros es 1/9 y uno
de ellos es 1/3. hallar el otro.

¢Qué valor debe tener x para que —L, L ,
2x 3x+2

, formen una progresién arménica.

Sx+1

Hallar la media arménica de:

1.- 8y12
2.- 5y15
3-pyq

4- p+qyp-gq
B e -9y-16
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VIL.- El 4to. término de una progresiéon arménica es
1/9 y el 8vo. término es 1/21, hallar el término

15.

VIIIL.- El 4t0. término de una progresion armonica es

1/14 y el Tmo. término es 1/2 6, hailar el 10.

IX.- Hallar la suma de los 8 primeros términos de la
progresion arménica 1/3, 2/3, -5/3, ...,

X.- Interpolar:

1.- 4 medios armonicos entre 1/2 y 1/27.
2.- 8 medios armoénicos entre —1/5 y 1/13.
3.- 4 medios arménicos entre 1/4 y 1/19.
4.- 3 medios armdnicos entre 1/5 y -1/3.

5.- 6 medios arménicos entre —1/5 y 1/9

5.5.- Progresion Geomeétrica

Una progresion geométrica es una sucesion de

niimeros, de tal manera que después del primero.
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cualquier término se obtiene multiplicando al anterior
por un namero fijo llamado razén de la progresion (7).

Esta r debe ser distinta de 0.
Cuando se conocen dos términos consecutivos de una

progresion geométrica, la razon se obtiene dividiendo el

posterior entre el anterior.

EJEmMPLO

3,6, 12, 24, ..., es una progresion geométrica

9.5.1.- Elementos de una Progresion Geométrica

a; = ler. término

r =razon

n = niamero de términos
a, = ultimo término

S, = suma de los n primeros términos



Sucesiones 255
e e e e ———maw———c -]
N B S A R S A e T S T T I s e

Férmula para hallar el dltimo término de una progre-
sion geométrica.

Sea la progresion geométrica:

al, 31!', alrz, a1r3’ ses g

a, =ar°-1
ag = ajr’

ag = ar8

Formula para hallar la suma de los n primeros tér-
minos de una progresion geométrica.

1.- Cuando no se conoce el Gltimo término:

n
a, —a,r
s, =———; r#l
1-r
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FORMULA
2.- Cuando se conoce el altimo término:
S“ = Lran._; r# ]_
l1-r
Ejercicio
Sea la progresion geométrica 1, 3, 9, ... ..
Hallar el 8vo. término y la suma de los 8 primeros
términos.
31 = 1
r =3 ag =aj X ro-1
n =38 ag =1x 37
ag = ? ag = 2187
Sg =7
a, —rag
8§ === 5
s l-r
1-3(2187
, _1-3w)
1-3
1-6561
§g = ———
-2
-6560
Sg =
-2
sg =3280
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5.5.2.- Medios Geométricos

Son los términos comprendidos entre otros dos a vy
b, en una progresion geométrica.
Para interpolar medios geométricos se debe hallar la

razon.
Ejercicios
1.- Interpolar 4 medios geométricos entre 1/2
y 1/64.
a; =1/2
n =6 :
ag = 1/64 6 =41 T
Sg = ? 1/64 =1/2 rS
1 1
—t—_—=r
64 2
LR
32
1 [ s
— =%y
32
1
=y
2
Resp. 1/2,1/4,1/8 ,1/16 , 1/32 , 1/64
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#

S e e

Ejercicios

2.- Interpolar 5 medios geométricos entre 8 y
1/8.

a1=8

Il
-3

n

Il
i
-
(=)

az

2, 2 , /2 , 1/4 , 1/8
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5.5.3.- Media Geométrica (G)

Si se interpola un solo medio geométrico entre otros
dos nimeros a y b en una progresion geométrica, se
obtiene su media geométrica.

Foérmula para hallar la media geométrica de dos
numeros a y b.

Los signos de a y b deben ser iguales, y
el signo de G debe ser el comiun de a y b.

Ejercicios

1.- Hallar la media geométrica entre 4 y 36.

a =4
b =36
G =7

G=+4x36
G=++144

G=12
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Ejercicios
2.- Hallar la media geométrica entre —4 y —36.
a = -4
b =-36
G =7
G=%V-4x-36
G=+1V144
G=-12
Ejercicios

- EJEMPLOS ‘& -

I.- Determinar cuales de las siguientes sucesiones son
progresiones geométricas.

a.- 2, 6, 18, 54, ... ,

6 +2=3; 54+18=3; 18:+6 =3

Es una progresién geométrica.




Sucesiones 26]

Ejercicios

b.r 1y X225 LG, L8, s

l+1 =05+1=0.5

2

£+l=—1-><6=i=0.75
8 6 8 4

No es una progresiéon geométrica

II.- Hallar el valor de x para que la sucesion 2x - 5,

x -4, 10 -3x, ..., sea una progresion geoméirica.
x—4 10-3x
2x—5 x—4

(x —4)2 =(10-3x) (2x—5)
x2 -8x + 16 =20x — 50— 6x2 + 15x
50 +x2 +6x2 —8x—-35x+16 =0

Tx2 — 43x + 66 =0
13 ++(3)° 4(7)(66)
T

43 ++/1849 - 1848
14

X
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Ejercicios

14
43+1 44 22
"1 14 7

L83l @

14 14

III.-Hallar la media geoméirica de m2 y n2.

a = m?2
= nz
= ?
G G=+Vm’n?
G=mn

IV.- La media geométrica de dos mimeros positivos es 8 y
uno de ellos es 16 veces el otro. Hallar los niimeros.

a = X
b = 16x
G =8
1
L o =+/ab

Q @
]
H
W
-
(=)
»
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Ejercicios

Resp. x =2 ; 16x = 32

V.- El tercer término de una progresion geométrica es
1/2 y el 7mo. término es 1/32. Hallar la razon y el
primer término.

ag = 1/2 6 1
ar’=—
a, = 1/32 32
- ?
r =1 alr2=l
ay = ? 2
I3
ar’_32
ar’ 1
2
r4=-l-><2
32
1
rt=—
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S R

Ejercicios

ajr2 =1/2
a;(1/2)2 =1/2
a;(1/4) =1/2

a, = =12+1/4
31 = 1/2)(4
a] =2

V1.- La media arménica de dos mitmeros es 24/5 y su
media geométrica es 6. Hallar los mimeros.

H=§ H=2ab
5 a+b

G=6

h=9 5 El+b

24(a +b)=10ab
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Ejercicios

I

G=+a. b
6=+a . b

24[3% |+24b =10[22 | B
b b

864 , 24b _ 360
b 1 1

864b + 24b2 = 360b
24b2 - 360b + 864 =0
b2 — 15b + 36 =0
(b-12) (b -3) =0

b =12
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Ejercicios

VIL.- La media aritmética de dos niimeros positivos difer-
entes es 20 y su media geométrica es 12. Hallar los

nmimeros.
a+b
A =20 ot
G =12
2O=a+b
2
2(20)=a+b
40 =a+b
a=40 -b

G=+a. b
12=+a. b
144 =a . b
144 = (40 —b) b
144 =40b—b?
b2 — 40b + 144 = 0
(b-36)(b-4)=0
b =36
b =4
Resp. 36 y 4
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Ejercicios

VIIL.-Hoy Iro. de julio voy a depositar 0.02 y cada dia
voy a depositar el doble de lo que deposité el dia an-
terior. ;Cuanto tendré depositado el dia 15 de-julio?

a; = 0.02
r =2
n =15
s15=? _
G a,—ar"
" l1-r
15
0.02 -0.02(2)
815 = 1-2
0.02 —0.02 x32768
15 = 1
0.02 —655 .36
81s = 1
—655 .34
Bis = 1
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Ejercicios
IX.- Hallar el 8vo. término y la suma de los 8 primeros
términos de la progresién geométrica 4, 12, 36, ... ,
a; = 4
r =12/4=3
n =38
ag =? ag =a1Xrn-1
sg =? ag =4 X 37
ag =4 X 2187
ag =8748
a,—ra,
8y = ———
’ 1-r
4-3(8748 )
ss =
1-3
4 —26244
=
-2
-26240
8y = ——
—2
sg =13 ,120
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Ejercicios
X.- El tercer térinino de una progresion geométrica es
36 y el Sto. es 16. Hallar el décimo.
ag = 36 a, ar'=16
ag =10 a, ar =36
= 7
P art 16
= P = —
roee ar’ 36
-
36
Vet =2
36
a;r2 =36 1.:%
a; (2/3)2 =36
a; (4/9) =36
a; =36 X 9/4
a) =81
410 =a1r9
ajo =81 (2/3)9
ajo =81 (512/19683)
aj0 =512/243
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5.6.- Progresiones Geométricas Infinitas

La férmula para hallar la suma de los términos de
una progresion geométrica infinita es la siguiente:

2 dr/<1;-1<x<1

T now 1-r

a; = ler. término

el niimero de términos

n

r = razoén

La progresion es convergente para los valores
de r tales que:
Ir/<l—=>-1<r<1

La serie divergente para todos los demas val-

ores de r.

Determinar si la siguiente serie es convergente

1-!-*3+'—4-+i-+ v+
3 9 27

2
r=—; =<1
3 13 Si es convergente
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Las fracciones decimales periédicas son ejemplos de
progresiones geométricas infinitas.

Las fracciones decimales periddicas tiemen un
niimero infinito de cifras que de cierto lugar en adelante
se repiten periodicamente. Estas cifras que se repiten se
le llama periodo.

0666, 5 4 5y @
10 10° 10°
3212121 ..=3+ 212 + 214 + 216
10° 10" 10
0.6 3.
0.06 0.21
0.006 0.0021
0.000021
0.0006 = ......
0.6666... 3. 2123121

Estas fracciones decimales periédicas se pueden
representar de las siguientes maneras:

0.6666 ... = 0.6 = 0.6

3212121 ... = 331 = 321

Toda fracciéon decimal periédica representa un
niimero fraccionario (fraccion comiin).
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Ejercicios

1.- Hallar la fraccién comiin equivalente a la fraccion
decimal periodica 2.83

Se separan las cifras que no se repiten.

2.83
2.8
0.03
003 =—-+ 3,i+ 3-;*---
102 10° 10°
3
al=12=0.03
3 3 3 102 1
r= 3+ 2: 3)( - — =
10° 102 10°° 3 10
L& _003 003 3 1
* 1-r 1-01 09 90 30
983-284+ 1. 28, 1 8+1 8 17

30 10 30 30 30 6

Resp. ==
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Ejercicios

2.- Hallar la suma de los términos de la progresion
geométrica infinita dada.

a, =12
4 1
r=_=—
12 3 6
S@: al = 12 —£=I—2-Xi=18
l1-r l—l 2 1. 2
3 3
Resp. 18

3.- Hallar la suma de los términos de la progresion
geométrica infinita

25, -20, 16, ...,

a, =25
_"20 _ 4
25 5
_ 25 _ 25 25 25 o5 125
=" 47"5+4 9 1 9 9

Jips 2m o

& B

125

Resp. —

9
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Ejercicios

4.- Hallar la fraccién comiin equivalente a la fraccion dec-
imal periédica siguiente y comprueba el resultado.

35 35 35

0.3_5= -+ + +...+
10> 10* 10°
35
ERNTY
2
_35 +35 _ 33 ><10 _ 12=0-01
10* 102 10* 33 10
a, _ 035 035 _ 35

S =

l1-r 1-001 099 99

Resp. g%

5.- Se deja caer una bola desde 78 mts. de altura. Si
ésta cada vez que ioca tierra rebota 2/3 de lo que ha
caido la ltima vez. Hallar la distancia total recorri-
da por la bola.

Para los descensos Para los ascensos

a, =78 :z
2
a, =—X—=252
r=-2— : 1 3
3

2
r=-—
3
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Ejercicios

La distancia total recorrida sera igual a
la suma de estas dos progresiones infinitas.

Para los descensos

s.=—1= B _B _1gx3=234
l1-r 2
==

3

L2
3

Para los ascensos

a, 52
¥ . 2
3

=52 X3 =156

w]t—l|%

Distancia total recorrida

234 + 156 = 390

Resp. _390
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Ejercicios

6.- Se deja caer una pelota de 102 mts. de altura y esta
rebota 2/3 de lo que ha caido la dltima vez. Hallar
la distancia total recorrida por la pelota.

Para los descensos

a, =102
2
r=-—
3
a, 102 102 3
s, = = = X—=2306
1-r 2 1 1

102 2
a, =—- — =68
1 3
2
r=—
3
§ = 2 =i—@—204
I 2 1
Pt =
3

Resp. 306 + 204 510
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Ejercicios

7.- Hallar la fraceion comun equivalente a la fraccion

decimal periédica 3.201

— . .201 201 :
0201 =3+20L 200,210,
10°  10° 10

201 201 200 10 1

s = ‘1‘: X — = ——= 0,001
10 10°  10° 201 10°
201

a, ==—=0.201
10°
Co_.a _ 0200 0201 201 _ 67
" 1-r 1-0.001 0999 999 333
3901 =34 97 _ 1066
333 333

8.- Una pelota se deja caer de una altura de 12 mts. y
cada vez que ésta toca el piso, reboia una 1/4 parte
de lo que ha caido la ltima vez. Hallar la distancia

toial recorrida

— Descensos
a, =12
1
=_ 2 12
E 4 G;m_—._ dl — ] =———:]_2>(—=16
s 1_1 _?:
4 4
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Ejercicios
— Ascensos
1
a, =12Xx—-=3
4
1
r=—
4
s, = al =—3 =i=3)(i=4
1-r l—l 3 3
4 4
Resp. 16 + 4 = _20 mts.

Ejercicio # 3. Unidad No. 5

L.-  Determinar cuiles de las progresiones siguientes
son geoméltricas.

1.- 2,4,8,16,32, ...,

2.- 4,2,1,1/4,1/2, ...,

3.- x+1,2x+2,4x +4, ... "
4.- 6,12,24, 48, ... .
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II.- Hallar el:
1.- 8vo. términode 4,2,1,1/2, ... .
2.- 12vo. término de 3, 6, 12, ... .

3.- 9no. término-de 2,6,18, ... .
4.- 10mo. término de 1/4,1/2, 1, 2, ... .

III.- Hallar la suma de:

1.- Los 7 primeros términos de 4, 8, 16, ...,

2.- Los 8 primeros términos de 2, 6, 18, ...,

IV.- Hallar la media geométrica de:

1.- 4y 16
2.- 9y4

3.-12y3
4.- 8y2

5.- daya
6.- 20y 5
7.- 2y50

8.- -2y -50
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V.-

VI.-

La media geométrica de dos nimeros es 6 y uno
de ellos 12, hallar el otro.

La media geoméirica de dos mimeros es 4 y uno
de ellos 2, hallar el otro.

VIL.- La media geométrica de dos mimeros es 10 y uno

de ellos es 4 veces el otro, hallar los mimeros.

VIIIL.- Hallar el valor de x para que 3x, 4x + 4y 10x +

IX.-

X.-

XI.-

4 formen una progresién geométrica.

Hallar la media geométrica de:

1~ p% y ¢*
2.- x2 y y2

La media aritmética de dos niimeros es 13/2 y su
media geoméirica es 6, hallar los mimeros.

La media geométrica de dos niimeros es 6 y su
media arménica es 72/13, hallar los nimeros.
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XII.- Interpolar:

1.- 4 medios geométricos entre 2 y 1/16
2.- 3 medios geométricos entre 2 y 162.
3.- 4 medios geométricos entre 1/3 y 32/3

4.- 4 medios geométricos entre 1/2 y 1/486

XIII.- El 3er. término de una progresion geométrica
es 1/2 y el Tmo. es 1/32, hallar el Iro. y el de
lugar 10.

XIV.- El 2do. término de una progresién geométrica es
1/2 y el 8vo. es 32, hallar el Iro. y el término 12.

Ejercicio # 4. Unidad No. 5

I.- Hallar la suma de los términos de la progresion
geomeétrica infinita.

1.= 15, 8, 543, ...,
2.- 30, 20, 40/3, ...,

3.- 0.4, 0.04, 0.004, ...,
4.- 12,9, 27/4, ... ,
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S~ 25,54 154 wsa 5
6.- 24,4,2/3, ...,
T 1y M3 M9, v 5
8.- 3/4, 3/8, 3/16, ... ,

9.- 5/4,5/6,5/9, ...,
10.-0.5, 0.05, 0.005, ... ,

II.-  Hallar la fraccién comin equivalente a la frac-
cién decimal periédica siguiente y comprueba el

resultado.
1.- 0.135
2.- 237
3.- 0.0083
4.- 237
5. 3.id
6.- 2082
T~ 249
8.- 117

9.- 4054121

10.-2.601
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IV.-
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Para que valores de x las siguientes series
geométricas se pueden sumar.

3.- 2+2x+2x2+ ...
4.- 1+(x=3)+(x-3)2+...+

5- 4+4(x-2)+4 (x-2)2+...

Si se inscriben infinitos cuadrados dentro de
otro, uniendo los puntos medios del cuadrado
anterior, si el primer cuadrado tiene 10 cms de
lado. Hallar la suma de los perimetros de estos
cuadrados.

Un tridangulo equilitero tiene 48 cms de
perimetro. Halla la suma de perimetros de todos
los tridangulos formados uniendo los puntos
medios de los lados del triangulo.
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Ejercicios de Repaso

UNIDAD No. 5

I.-  Interpolar:

1.- 6 medios aritméticos entre 2/3 y 3.
2.- 5 medios geométricos entre 4 y 1/64.

3.- 4 medios arménicos entre 1/2 y -1/8.

IT - El 2do. término de una progresién aritmética es
-1y 7mo. es -21. Hallar a,,.

III.- El 3er. término de una progresion geométrica es
2/9 y el 6to. término es 2/243. Hallar el 8vo.
término.
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IV.-

VI.-

El 4to. término de una progresion armoénica es
-1/4 y el octavo es -1/16. Hallar el décimo tér-
mino.

Hallar x si:

1.- Un nimero es 9 veces otro y su media
geométrica es 12. Hallar los niimeros.

2.- 2x + 1, 2x, x + 1 estan en progresion
aritmética. Hallar el valor de x.

3.- x,x—1, x + 2 estan en progresiéon armo-
nica. Hallar el valor de x.

Tres niimeros estan en progresion:

1.- Aritmética. Sila suma de ellos es 18 y
el producto del lero. y el 2do. es 12,
Hallar los niimeros.

2.- En progresion geométrica, si el produc-
to de ellos es 512 y la suma del Iro y el
3ero es 34. Hallar los nimeros.
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VII.- Tres mimeros estan en progresion aritmética. El
Iro. es la tercera parte del 3ro. Si se aumenta el
2do. en 2 y el 1ro. se aumenta en uno, y el ter-
cero se aumenta en 7, estos nmimeros estan en
progresion geométrica. Hallar los niimeros.

VIIL.- Hallar la suma de los primeros n enteros posi-
tivos.

IX.- Para qué valores de x tiene suma

1 1 1
+ + = e

x+2 (K+2)2 (x+2)

X.-  Expresar como fraccién racional:

1.- 24249

2.- 0.0803
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Niimeros Complejos
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Niimeros Complejos

6.1.- Numero Imaginario

Es la raiz de indice par de un niimero negativo.

V-3, 44, 4-6

La Unidad Imaginaria es la /-] y se representa
por la letra i.

6.1.1.- Potencia de i

i=v-1
i2=(ﬁ)2=-1
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17 =il . 11 . 11 . 1 . 1
— fu— — — -
4 |4 -4 4 IJ

=1 =-
Ejercicio
Calcular
1.- i3 =i

2.-il2=0=1
3.- il0=i2=-1

4.- 15=33 =4

En el conjunto de los niimeros reales, si a > 0 y
b>0.

Va . Vb =+ab
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Esta ley no se cumple para los niimeros imaginarios.
Si a>0 y b>0; V—a Xvy-b=+vai. Vbi
=i"vab =-+ab

Ejercicios

EJEMPLOS

Expresar en términos de i

1.- J-2=+2i
2.- -4 =2i
3.—  v-36 =6i
4- -9 =3i
5.- V-3=+31i

6.1.2.- Definicion:

Todo niimero de la forma a+ bi en donde a y b
son niimeros reales, se le llaman niimeros complejos, a
es la parte real y bi es la parte imaginaria.
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6.2.- Nimeros Complejos Iguales:

Dos niimeros complejos a + bi 'y ¢ + bi, son
iguales si sus partes reales son iguales entre si y sus
partes imaginarias son iguales entre si.

EJEMPLO

(a + bi) = (¢ + di)
si a=c¢ y b=4d

Ejercicios

“EJEMPLOS

I.- Calcular los valores reales de x e y si:
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Ejercicios
3.- x+3y+ (4x-2y-6)i=0
x+3y=0
4xi — 2yi — 6i =0

x+3y=0
4xi — 2yi = 61
x+3y =0 (2)
4x — 2y = 6 (3)
2x + 6y =0
12x — 6y = 18
14x =18
x = 18/14
x =9/7

2 (9/7) + 6y =0

18/7 + 6y =0
ﬁy =-18/7
y =-18/7+ 6

y = —18,7 X 1/6
y =-3/7
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La relacién de orden no se puede aplicar a los
niimeros complejos, es decir, no se puede decir que un
niimero complejo es mayor o menor que otro. Por lo
tanto no se le puede asignar un signo a los niimeros com-
plejos.

Existe el negativo de un niimero complejo: El negativo
del niimero complejo a + bi es —a - bi.

Ejercicios

EJEMPLOS

Escribir el negativo de.

1.- -3i=3i
2.--4+i=4-1i
3.-2-3i=-2+3i
4.- -6 -5i=6+ 5i
5.-2+6i=-2-6i

6.3.- Numeros Complejos Conjugados

Dos néimeros complejos son conjugados cuando sélo
dificren en el signo de la parte imaginaria.

El conjugadode a+ bi es a- bi
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Ejercicios

Escribir el conjudado de.

l- 4 -21=4+2i
2.- -61 = 61

3.- 4i = —4i
4.-2-6i=2 + 61
5.- 6 +51=6-5i
6.- -3 +21i=-3-2i

6.4.- Operaciones Fundamentales con los Nu-
meros Complejos en Forma Rectangular,
Binomica o Canédnica. x +yi

6.4.1.- Adicién

Para sumar dos niimeros complejos en forma rec-
tangular, se suman las partes reales entre si, y las
partes imaginarias entre si.

" EJEMPLO

(4 + 2i) + (-1 - 6i) = 3 — 4i
(-3 — 2i) + (5 — 4i) = 2 - 6i
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6.4.2.- Sustraccién

Para restar dos nameros complejos en forma rec-
tangular, se restan las partes reales entre si, y las imagi-
narias entre si.

EJEMPLOS

a.- (2 —2i)— (2 +5i) = (4 - 2i) + (-2 -5i) =2 - Ti

b.- (3 +4i)-(—ll -i)-(2-3i) =
B+4)+(1+i)+(-2+3i)=2+8i

6.4.3.- Producto

Para multiplicar dos niimeros complejos en forma
rectangular, se multiplican como binomios, y teniendo
en cuenta las potencias de i.

a.- (4 + 2i) (3 - 4i) -

4 + 2i

3 - 4i

12 + 6i
-16i — 8i2

12 -10i — 8i2

12 -10i - 8 (-1)
12 -10i + 8
=20 -10i
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EJEmPLOS

b.- (2i)2 = 4i2 = 4 (-1) = —4

c- (3+2i)2 =9+ 12i +4i2=9+12i + 4 (-1)
=9+12i-4 =5+12i

6.4.4.- Division

Para dividir niimeros complejos en forma rectangu-
lar, se multiplica el numerador y el denominador por el
conjugado del denominador.

EjEmPLO

243
4=

|2
[

2+3i)(4+2i) 8+4i+12i+64
4-2i)(4+2i) 42— (2i)

| —

_8+16i+6(-1) 8+16i—6

16 -4i* 16 —4(-1)
_2+16i _2+16i _ 2(1+8i)
T 16+4 20 26

_1+48i
10
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Ejercicios

I.- Efectuar la operacion indicada y expresar el resulta-
do en forma rectangular.

1.- 4+3-3 —4(43 —3)+4i—6
4+33 i —4(\Ei -3)+4i—6

4+3v3 i —42 i+12 +4i-6

10+(3«/§ —4JE+4) :

2.- (1 + 3i) (4 + 12i) (3 — 4i)

1+ 3i =32 +24i
4 +12i 3 — 4i
4 +12i -96 +72i
12i + 36i2 +128i- 96i2
4 + 241 + 3612 -96 — 56i— 96i2
4 +24i - 36 -96 - 561 — 96 (-1)
-32 + 24i -96 —-56i + 96

-56i
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Ejercicios

5. 3-2i _ (3-2i)(1-i)
Col+i (1+i)(1-i)

_3-3i-2i+2i® _3-5i+2(-1)
1-i¢ 1-(-1)

_3-5i-2 1-5i

1+1 2

6.5.- Representacion Rectangular (Grafica) de
Numeros Complejos

El niimero complejo x + yi, representa grafica-
mente un punto P de coordenadas rectangulares (x,

y)-

El eje de las x se llama eje real.
El eje de las y se llama eje imaginario.

El plano en que se representan los niimeros comple-
jos es llamado plano complejo.
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Representar graficamente los siguientes mimeros com-
plejos:
1.- Py (-2 + 3i)
y
P, (-2, 3i}‘___ 3
x' '5; 0 x
yl
2.- Py (4 -3i)
y
4
x' 0 E x
e i 'P, (8, -3i)
yl
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3.- P3 (=6i)

4.- Py (5)

(3
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5.- P (4 + 6i)
' D
&
Gif----- ;q"q
x' 0 ‘; x
y|
6.- Pg (2i)
y
o
x' 0 %
y'
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EJEMPLOS |

1.- P (-8)

8.- Pg (-6 — 2i)

[l WY

-2i
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Un niimero complejo P también se puede representar
por un segmento dirigido o vector OP.

P (2 + 3i) = P (2,3)

3i|- _R@x

1.- Hallar grificamente las operaciones siguientes:
(2 + 3i) + (4 + 2i)

(2+3i)+(4+2i)=6+5i ¥
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Ejercicio # 1. Unidad No. 6.

I.-  Efectuar las operaciones indicadas

1.- (-4 + 3i) + (5 - 2i)
2.- (=6 — 3i) + (-5 — 2i)
B« (L& 1) & (L ~4)

4- (=5 — 6i) + (8 + 4i)
5.- (11 —i) + (13 + 9i)
6.- (-4 — 2i) — (6 — 3i)
%e (B~ 1) = (B =5)

8.- (6 — 4i) — (=3 - i)
9- 2—1)-(3+1)
1048 4 1) = (2 —i)

II.- Determinar los valores de x e y que satisfacen la
siguiente igualdad.

l- 6x — 3yi=-18 + 3i

2.- 4x + 2yi = -8 - 6i

3.- 8x - 2yi=4+2i

4.- (8x + 5y) + (4x - 2y) i
5.- (3x +2y) + (2x —4y) i

3+ 2i
12 - 8i
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III.- Efectuar:

1.- (2 - 2i) (4 - i)
2 (=5 % 1) (=8 =)
3.- (2 + 4i)2

4.- (- 3i)2

5.- (1 +1i)3

6.- (2 — 2i)4

7.- (5i)2

8.- (1 - i)t

9.- (3 +i) (3 -i)
10.-(~1 —i) (~ 1 - i)

IV.- Efectuar

1._ 4_i
2+31
de 2221
-2 -1
3 . 4+2i
1-i
4. 3
-2i
5. 2+i

=31



6.- 1+1
1-1
7. 3+21
4—1
g, 2+31
2-1
i -4
-1-21
10 1+1
T 141
Calcular
1.- 113
2.- 22
3.- i3l
4.- i28
5.- il9
6.- i4l.
7.- 170
8.- i%5
9. i35

10.- i%4

Numeros Complejos 307
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Vl.- Representa Graficamente

l.- -2-3i
2.- 4-5i
3.- 1+2i
4.- -3 +6i
5.- 4-8i
6.- -3-2i
7.- -1-i
8.- 2+2i
9.- 4-2i

VIL.- Exprese en términos de i

=
“

npanng

(]
I

(%]
%

=
1

2
I
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7.- v-100
8.- /-9
9.- V-64
10.- V-5

6.6.- Repaso de Trigonometria
6.6.1.- Angulo Dirigido en Posicion Normal

Es aquel en que el lado inicial es el sentido positivo del
eje de las x y el lado terminal esta en cualquier cuadrante.

Un angulo es positivo, si se engendra contrario a la
manecilla del reloj.
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Un angulo es negativo, si se engendra a favor de las

manecillas del reloj.

Un angulo en cada cuadrante es aquel que esta en
posicion normal y su lado terminal esta en uno de los

cuadrantes.

EJEMPLO
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—

6.6.2.- Angulo Cuadrantal

Es aquel que esta en posicion normal y su lado ter-
minal esta en uno de los ejes.

EJEMPLOS -

1.-

. P




A

270

o
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6.6.3.- Angulos Co-Terminales

Son angulos en posicion normal, cuyos lados ter-
minales coinciden, es decir, difieren en 360° o un
miiltiplo de 360° (360°, 720°, 1080°, ...)

EJEMPLO

410° /] 500

Cuando a un 4ngulo se le suma o se le resta 360°
o un miltiplo de 360° la funcién no varia.

6.6.4.- Coordenadas Rectangulares

Las coordenadas rectangulares de un punto son su
abscisa y su ordenada, estas representan la posicion del
punto en el plano cartesiano.
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Cuando se representa un punto P(a ,b ), el
primer niimero a es la abscisa y el segundo nimero b

es la ordenada.

“q i

b P(asb)

El eje de las x es llamado eje horizontal y es ¢l eje
de las abscisas. El eje de las y es llamado eje vertical y
es el eje de las ordenadas.

6.6.4.1.- Abscisa

Es la distancia que hay de un punto al eje de
las y, y se mide en el eje de la x, siendo positiva
hacia la derecha y negativa hacia la izquierda.
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6.6.4.2.- Ordenada
Es la distancia que hay de un punto al eje de las

x, y se mide en el eje de la y, siendo positiva hacia
arriba y negativa hacia abajo.

6.6.5.- Coordenadas Polares
Sirven para determinar la posicion de un punto en

el plano, mediante una distancia y un argumento. Esta
distancia se llama eje polar.

T = médulo

6 = argumento

P(r,s)
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5 ,40°)
y
P(5,40°
40°
x' 0 X
y|
r = moédulo =95
8 = argumento = 40°

6.6.6.- Funciones Trigonoméiricas de un Angulo
Agudo

Seno de un adngulo agudo es igual al cateto opuesto
entre la hipotenusa.

]ro.

2do. Coseno de un dngulo agudo es igual al cateto ady-

acente entre la hipotenusa.

3r°- Tangente de un angulo agudo es igual al cateto
opuesto entre el cateto adyacente.

4% Cotangente de un angulo agudo es igual al cateto
adyacente entre el cateto opuesto.
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5to- Secante de un angulo agudo es igual a la
hipotenusa entre el cateto adyacente.

6t°- Cosecante de un angulo agudo es igual a la
hipotenusa entre el cateto opuesto.
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Cte /A = cat . ady. b
5 cat . op. a

El triangulo ABC es rectangulo, tiene un
angulo recto (£ ¢ = 90°).

a
{catetos

c {hjpotenusa

Por Pitagoras a2 + b2 = ¢2

De donde
c=val +b*
a=Ve —b*
b=vc —a®

6.6.7.- Funciones Trigonométricas para un

Angulo Cualquiera
Seno = Ordenada entre distancia.
Coseno = Abscisa entre distancia.
Tangente = Ordenada entre abscisa.

Cotangente = Abscisa entre ordenada.
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Secante = Distancia entre abscisa.
Cosecante = Distancia entre ordenada.
y
x' x
y|
Seno 0 = X

r

X
Coseno 0 =—
r

Tangente 0 = Y
X

Cotan gente 0 = =
b 4

Secante 0=

|

r
Cosec ante 0 = —
y
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Ejercicios

EJEMPLOS

1.- Construir los siguientes angulos en posicion normal.

1.- 135°
y
P
135®
A
x' 0 X
yl
2.- 180°
b
M 4
' 0
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Ejercicios

R

4.-

240°

240¢/” |

300°

3om[’

o’
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e

Ejercicios

2.- En qué cuadrante o eje se encuentran los siguientes
puntos. Explique.

1.- Pl ("xeY)

Esta en el segundo cuadrante.

2.- Py(0,y)

Esta en el eje de las ordenadas positivas.

3.- Py(-x,0)

Esta en el eje de las x negativas.

4.- P4 (x,-y)

Esta en el cuarte cuadrante.

a.- ;En qué cuadrante las ordenadas son
negativas? Explique. En el tercero y
cuarto son negativas porque estan

hacia abajo.
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Ejercicios

b.- ;En qué cuadrante las abseisas son po-
sitivas? Explique. Las abscisas son
positivas en el primer y cuarto cuad-

rante porque estan a la derecha.

4.- ;De qué cuadrante son los siguientes angulos?, si:

1.- Seno es negativo: Explique.

Puede estar en el tercero o cuarto cua-
drante porque las ordenadas son nega-

tivas.

2.- Tangente positiva. Explique.

La tangente es positiva en el primero y
en el tercer cuadrante. En el primero
porque la ordenada y la abscisa son
positivas. En el tercero porque la
ordenada y la abscisa son negativas.

5.- ;En qué cuadrante debe estar un angulo si:

1.- Seno y coseno son positivos.

En el primer cuadrante.
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Ejercicios

2.- Cotangente y secante son negativas.

En el segundo cuadrante.

6.- Hacer la grifica de un angulo en:

1.- El segundo cuadrante. y decir el signo

del coseno y la cotangente.

coseno (—)

cotangenie (—)
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Ejercicios

2.- En el cuarto cuadrante y decir el signo

del seno y la secante.

seno (—)

secante (+)

7.- Siun punto P esta:

1.- Sobre el eje de las x negativas. ;Cuales
son sus coordenadas?
P (—x, 0) son sus coordenadas.

2.- Sobre el eje de las y negativas. ;Cuales
son sus coordenadas?
P (0,—y) son sus coordenadas.
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Ejercicios

8.- Determinar el valor del seno, coseno y tangente del
dngulo € (dirigido en posicién normal) siendo P un
punto del lado terminal, si:

1.- P;(-3,4)

r=v42+32 =416 +9 =+/25 =5

Seno 6= é
Cos 6 =:-3-}-
5

Tan 6= i
-3
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Ejercicios

2.- Py (4,-3)

Ja2+ (-3

r=
r=vv16+9
r=
r=

et

V25

5

Seno 6 = —
5

Cos 9=il
5

Tan B=;3
4
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Ejercicios

EJEMPLOS

9.- Situar el punto

1.- P, (3,120°)

P1(3,120°)\ | 120°

x' 0 X

2.- Py (5, 330°)

x! o P,(5,330% x
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6.6.8.- Funciones de 45°

Sea ABC un triangulo rectangulo isosceles (los dos
catetos iguales) por conveniencia le vamos a dar el valor
1 a los catetos.

EJEMPLO ;

.1 42

Sen 45" = ——=—
N2 2

1 42

Cos 45 =—=—
N2 2
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6.6.9.- Funciones de 30° y 60°

Sea ABC un triangulo equilatero en que cada angulo
mide 60°, por conveniencia cada lado es igual a 2.
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Tenemos

Sea DC bisectriz del angulo C

12 =3

1

2

&

2
13
33

8
1

2 243

3 3

. B
F)
1
2
“ 5
1.8
V3 3
2 on
1
2 _2¥3
V3 3
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Ejercicios
Funciones
I.- 0°y 360°
2.- 90°
3.- 180°
4.- 270°
5.- 120°
6.- 135°
7.- 150°
8.- 210°
9.- 240°
10.- 300°
11.- 315°
12.- 330°

Soluciones de los ejercicios 1, 3, 5, 8, 11

1.- 0°y 360°
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Ord =0
abs = a
dist = a
d 0
Sen 0° y 360" =2 =2=9
i y dist a
bs a
Cos 0° y 360" =22 =2
08 y dlst a
d 0
Tag 0" y 360° = 2-=—=0
a8 y abs a
bs _a
Ctg 0"y 360° =22 =2 -
& y ord 0
Sec 0° y 360° =il£=£=1
abs a
. dist a
C 0°y 360° = =—=o0
08¢ y ord 0
3.- 180°

i
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ord =0
abs = —a
dist = a
5 1 0
Sen 180 = O_H =—=0
1st a
. abEe -
Cos 180" =22 -2 _
dist a
. 1 0
Tang 180 = >—=—=0
abs -a
" b =
Cot 180" =25 =2 = s
ord 0
Seo T =0t B g
abse -a
e 180 =2 o
ord 0
Si= 1209
.
2
o3
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ord = \/5
abs = -1
Sen 120 = ﬂ — £

dist 2
Cos 120 = - = _—1

dist 2
Tang 120" = ol ﬁ =3

abse -1
o ahSc —]- —‘\jg

Cot 120 = = =

ord JE 3
Sec 120" =2t -2 __

abse -1

dist 2 2V3
Cse 120 = = =

ord \/.?T 3
8.- 210°

y
_JS /-\\ 210"
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ord = -1
abs = —‘\jg
dis =2
sen 210°= 1

2
cos 210°=i§-

2
tag 210 °=i—-:_‘\/§__

-3 3
ctg 210 °=‘—‘/1-_3-=1/§
sec 210°= 2 = _2\/";
3 3
cosc 210 °=i=—2
11.- 315°
y
315°
o\ 1
3 NS
4z
yl
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ord = -1
abs=1
dls=\/§
sen 315 =:—l-=—£
2 2
cos 315 =L=£
N2 2
-1
315 =—=-1
tag ]
i |
cotg 315 =—l=—l
sec 315°=%=\E
cos ¢ 315°=£=—\/§

6.6.10.- Relaciones Pitagoricas

~ DENOSTRAR QUES \

1.- sen?0 +cos20=1
B

]
C b A

aZ + b2 = ¢2 (Pitagoras)
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DEMOSTRAR QUE:

2 2 .
b_) = —(-; (dividiendo ambos miembros entre c2)

C c

PARA RECORDAR

sen2 0 + cos2 0 =1

7.-

sen® @=1-cos’ 0
cos’ O=1-sen® @
sen 6 =%41-cos® 0
cos =1\1-sen’ 0
1+tag® @ =sec® 0

1+ctg® @=cosc® 0

Todas estas identidades trigonométricas

deben ser recordadas.

DemosTRACION DEL 3, 5, 7

3.-

cos2 0 =1 -sen2 0

sen2 0+ cos2f =1
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DEMOSTRAR QUES

PARA RECORDAR

5.- cos @=*\1—sen’ H
sen? 0 + cos2 0 ="1

cos20=1-sen20

PARA RECORDAR

cos @=%\1—-sen® 0

7.- 1 +coig? 0 =cosc? 0
B

C b A

a2+ b2=c2 (Pitagoras)

2 2 2
a b c T
—t—= - (d]_Vld.lendo entre az)
a

PARA RECORDAR

1 + cotg2 8 = cose? 6
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6.6.11.- Relaciones Binarias

DEMOSTRAR QUE:

]
1.- 0=
sen cosc 6
2.- cos = L -
sec O
1
3.- i 9:
8 ctg 0
1
4.- t 9:
5 tag 0
5= 0=
P cos 6
6.- c¢sc 6= -
. sec 6

Demostraciones bt 1, 3, 5

1
csc O

1.- gen 0=
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DEMOSTRAR QUE
sen =~  (definicion)
¢
aa . ... \
sen 0 = —— (dividiendo el numerador y
2 denominador entre a)
PARA RECORDAR
1
sen 0=
csc O
1
3.- tag 6=
ctg 0
DemOSTRACION
B
e
c ” A
tan 0=—  (definicién)
b
t 6= a/a (dividiendo numerador y deno-
ang 6=——""
b/a minador entre a)
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DEMOSTRAR QUE!

PARA RECORDAR

.= see O =
cos 0O
DEMOSTRACION
B
C
a
0
C L A

sec =2
b (definicién)

o/

'/ C Tl
sec 0 = = (dividiendo numerador y deno-
¢ minador entre a)

PARA RECORDAR'
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6.6.12.- Relaciones Ternarias

DEMOSTRAR QUE:

'n O

1o tae = 56N
"8 cos O
2.- cot =25 6
sen O

DemosTRACION DEL No. 2

B
a
6
C b A
b
g B=2  emdion
ctg O = bi'e (dividiendo numerador y deno-

a/ ¢ minador entre c)

PARA RECORDAR
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6.6.13.- Funciones Trigonométricas de la Suma

de Dos Angulos

PARA RECORDAR

1.- sen(x+y)=senx.cosy+cosx.seny
2.- cos(x+y)=cCOSX.cCOSy—senx.seny

tag x +tag y

3.- 138 (x+y)= l-tag x . tag y

ctg x .ctgy—1
ctg y +ctg x

4.- ctg (x + y) =

Estas funciones deben recordarse.

Ejercicio # 2. Unidad No. 6

L-  Demostrar que:

1.- sen20 +cos20 =1
2.- tag0.cscO=secHh
3.- ctg0.secB=cscH

4.- sen20=1—-cos20
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III.-

5.- 1 +ectg?20=cse?6

6.- csc0.cosB=ctgB

.- sec O .sen O =tag0
8.- sen O .secO.cotb=1

9.- sec?20.csc20=sec20 +csc2H

10.- 19 — Sen 0 4 cos

csec B  sec

Construir los siguientes dngulos en posicién nor-

mal.

1.- 270°
2.- =55°
3.- 60°
4.- 36°
5.- 185°

En qué lugar se encuentran los siguientes puntos
en el plano cartesiano.

L~ (—X, ""Y)
2'_ (09 Y)
3.- (—x,0)
4.- (x,-y)

5. (x,y)
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IV.-  Determinar el valor de las funciones trigonomé-
tricas del dangulo ¢ (dirigido en posicion normal)
siendo p un punto del lado terminal, si:

1.- P (4, 3)

2.- Py (-3,-4)
3.- Py (3 1200)
4.- Py (4 330°)
5. (4 9250)

V.- ;Cudles son las coordenadas de un punto que
esta?

1.- Sobre el eje de las x negativas.

2.- Sobre el eje de las y negativas

6.6.13.-Forma Polar o Trigonométrica del
Nimero Complejo (x + yi).
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Sea P el nimero complejo (x + yi), representado por
el vector OP.

Sea r la longitud, mdédulo o valor absoluto del
namero complejo y siempre es positivo.

Sea 0 el angulo que forma OP con el sentido positivo
del eje de las x y se le llama argumento o amplitud del
namero complejo.

El dominio de este argumento lo vamos a restringir

a 0°<6<360°.

r=x +y’
th:l
X
cos O x
Xx=r. cos 0> =——=x=r. cos O
1 r
sen 0
y=r.sen 0= =1——>y=r.sen9
r
Tenemos
x+vi = r.cos@+i.r.sen®
x+yi = r(cos©+1isen0)

r (cos 6 + i sen 0) = Ty

Forma polar o trigonométrica.
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Ejercicios

Expresar en forma trigonométrica.

1.-1+1

ler. cuadrante

0=

;-L"= V12412 =42
1

tag 6=—=1

ag 1

0 =45"

\E(cos45 " +1i sen4d5 )

2,
2.- -3 +i

2do. cuadrante
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Ejercicios

0=180 —w

r= (xf—) +12 =3+1 =4 =2

1
tg Ow =E

w =30

0 = 180° — 30° = 150°
2 (cos 150° + i sen 150°)

21500

3.- -1-43i

3er. cuadrante

i




350 LA CATEDRA: ALGEBRA SUPERIOR
_—————————————————— ]

Ejercicios
6= 180°+
r=-\/12+(\/§)2 =143 =4 =2
(3
g 1
w= 60°

9 = 180° + 60° = 240°
2 (cos 240° + i sen 240°)

25400

4.- 2-2i

4to. cuadrante
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Ejercicios

0= 360°-w

r=v22+22 =4 +4 =8 =/ax2 =242

2
t =—=1
gw 9
w =45°
0 = 360° — 45° = 315°

2\/5(005 315 +isen 315 )

2\/5315“

Ejercicios

Expresar en forma rectangular

1.- \/E(cos 45° +1 sen 450)
B

a=1
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Ejercicios

y
N 2
15 305N \150’2
x' _JS 0 x
yl
1
cos 45 =—
V2
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Ejercicios

-V3 +1

3.- 2 (Cos 240° + 1 sen 240°)

Y
240°
i
: 0 X
Y B
y1
cos 240"=---l
2
sen 240° =-_—3
2
1 43,
| ————1
2 2
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Ejercicios

4.- 2'\/5(1'0}; 315° + isen 315 o)

y
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Ejercicios

EJEMPLOS

Expresar en forma trigonométrica
l.- =2
-2 =2,g0°c =2 (cos 180° + i sen 180°)
2.- 31
3i=3gge = 3 (cos 90° + i sen 90°)
3.-5

5=15po =5 (cos 0° +1isen 0°)

4.- =21

—2i = 25790 = 2 (cos 270° + i sen 270°)

y

4go =4 (cos 0° + i sen 0°)
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Ejercicios
6.- Y
{si
x' 0 b'e
y|

590o =5 (COS 90° + 1 sen 90’0)

T y

—6 = 6159 = 6 (cos 180° + i sen 180°)
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6.6.14.- Operaciones con los Nimeros Complejos
en Forma Trigonométrica

El producto de dos niimeros complejos en forma
trigonométrica, es otro complejo que tiene por médulo
el producto de los médulos, y por argumento la suma de
los argumentos.

FormuLa

r (cos O + i sen 0) . r' (cos B +1i sen B)

=r.r' [cos (0 +B)+1isen (6 + B)]

EJEmPLO

2 (cos 20° +1sen 20°) . 5 (cos 30° + 1 sen 30°)

= 2 x 5 [cos (20° + 30°) + i sen (20° + 30°)]

=10 (cos 50° + i sen 50°

La division de dos niimeros complejos en forma
trigonométrica es otro complejo que tiene por modulo el
cociente entre los médulos y por argumento la diferen-
cia entre los argumentos.

FormuLAa

r(cos 6 +1 sen 9)
r'(cos B+i senB)

= —3[005(9 —B)+i sen (60— B)|

=£[cos (9—-B)+i sen (B—B)]

I.l
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EJEmPLO

8(005 60°+1 sen 60°)
4(cos 40°+i sen 400)

=%[cos (60°-40°)+i sen (60°—40°)]

=2(cos 20°+1 sen 20°)

6.6.15.- Teorema de Moivre

Si m es un nimero racional y positivo entonces
[r (cos.0 +isenB)]=r"[cos (0 X n) +isen (6 x n)].

Es decir la potencia de un niimero complejo en
forma trigonométrica es otro complejo que tiene por
médulo, el médulo elevado a dicha poteneia y por argu-
mento el producto del argumento por el exponente.

EEEERER SR SRR

[2 (cos 40° + i sen 40°)]4

Il

2% [cos (40° x 4) + i sen (40° x 4)]

Il

16 (cos 160° + i sen 160°)
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6.6.16.- Raiz de un Niimero Complejo en Forma
Trigonométrica

Todo nimero con excepcion del cero sea real o com-
plejo tiene exactamente n raices enésimas diferentes.

Si tenemos l\/r(cnsﬁ + 1 sen 9) podemos escribir

1 1
[r(cosﬂ+i senﬁ)]“ = r“[cos[ﬂ le+i sen (Gx—l-)]
n n
=¥Nr I:c;Jsg+i sen 2:|

n n

Pero

I
cos—+1sen —=

n n
[9+kx360°) ) [B+k><360°]
cos|————————// +1sen|—m
n n

k=09112s35 ...,ﬂ—l

t\{r(cos O+1 sen 9)

[e] [s]
= [cos[e+k %360 )H con (9+k X 360 ﬂ

n n

k=0,1,2, 3, ... y n=1
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Graficamente estas raices son los vortices de un poli-
gono regular de n lados inscrito en una circunferencia

con centro en el origen y radio iguala Vr

Ejercicios

EJEMPLOS :

1.- Calcular las 3 raices ciibicas de la unidad negativa.

=1 =41 5. =4/1(cos 180 °+i sen 180°)

[130 °4+k X360 °) i
8 3 -+

]
ol
|

. [180 °+k X360 °)
1 sen 3

Para K =0

i (130 40 x360°j i
cos 3 A4

o o
i sen (130 +{; %360 )

=(cos 60°+i sen 60°)

cos 60":l
2
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Ejercicios

- .

sen 60°=—
2

38,
2

B | =

Para K =1

(130 °4+1 %360 °) [
COS +

3

3

. (180 °41 ><360°]
1 8en

= (cos 180 °+i sen 180°)

180°
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Ejercicios

cos 180°= 0 -1
a

0
sen 180°=—=0
a

cos 180°+i sen 180°=-1+4+0i=-1

x, =-1

Para K =2

(130 242 %360 ﬂ]
cos 3 +

. (130 249 %360 9)
1 §sén 3

=[cos 300 °+i sen 300 °]

b 4
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Ejercicios

1
cos 300°=—
>

_
3

sen 300°=

8
2.- Usando el Teorema de Moivre calcular (1 - \E i)

Se debe expresar el mimero complejo 1 — \3i
en forma polar.

1-+61

4to0. cuadrante

0=360°"-W
r= l2+(\/§)2 =‘J4_e:2
\g

tan W=—
1

W =60"
W =360 °—60°

W =300"*
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Ejercicios

2 (cos 300° + i sen 300°)
=[2 (cos 300° + i sen 300°)]8
=28 [cos (300° x 8) i sen (300° x 8)]
= 256 [cos 2400° + i sen 2400°]

cos 2400°

S |

cos 240°

sen 2400°

sen 240°

= 256 (cos 240° + i sen 240°)

Este resultado en forma rectangular es:.

y
240°
Wl
x' v 0 X
L
v /2
yl
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Ejercicios

c0s240 *= L

2
sen 240 *= —ﬂ

2
256 [—l - *Jil)
2 2

128 —1283i

EJEmPLO

1.- Calcular todas las raices de la ecuacién x3 =1 = 0
mediante los siguientes métodos.

A.- Algebraicamente
x3-1=0
(x-1)(x2+x+1) =0
x-—1 =0

x =1
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e =

x“+x+1=0

~1+41* —4(1)(1)

. 2(1)
o
X =
2
~1+43 i
> 4]
2
1 3 .
X, = =—=——— i
2 2
x3=-—-1—+£i
2 2

B.- Teorema de Moivre

X-1=0
x =1
x=41
V1 =1, =/1(cos 0°+i sen 0°)
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I ((}°+k x:;(;()"] ]
€08 | ————— |+

3

, [O°+k ><360°J

1 sen
3

Para K =0

(0°+0 ><360°) 0° 40 ><360°]1
3

+1 sen(
3

l[cos
=[cos 0°+i sen 0°]

=1

cos 0°=

o |m

=0

»|o

sen0°=
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Para K =1
[ (0°+1 ><360°) . (0°+1 ><360°)-|
1| cos + 1 sen
I 3
=[cos 120°+1 sen 120°]
cos 120°= l
2
sen 120°= ﬂ
2
X ., 1 1
82
y
x' X
y|
Para K = 2
0°+2 X 360° ° °
1[ ( ]H Sen(o +2;<360 )T
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e == s e——————— = —————— ]
e e Y Y e L T T R LT AT T T T T I S S T
=[cos 240°+i sen 240°]

cos 240°=-l-

2

sen 240°=—-‘—E’-

2

1 V3 .

Xy = == —=— i
2 2

6.6.17.- Representacion Grafica de Estas Raices

El médulo de cada una de estas raices es 1, por lo
tanto estan en un circulo de radio 1 centro en el origen.

EJEmPLO :
y

()




370 LA CATEDRA: ArGEnrRA SUPERIOR
_—
TS . e e e s S T e [

La diferencia de dos argumentos consecutivos es 120°

Ejercicio # 3. Unidad No. 6.

I.- Expresar en forma trigonométrica
1.- 1+i
2. =3 =3
3.- 3 —i
4.- 3-3i

2 V2 442 i
G 1
7.- 2-2i

8.- 3 +i
9. LT~f3

10.-2 + 2i

II.- Expresar en forma trigonométrica

b 4

1.-
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o
1

L 5i

cy"
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5.- P(~7i)
6.- P(-4)
7.- P(6i)
8.- P(9)

9.- P(~4i)

III.- Expresar en forma rectangular

1.- 2 (cos 315° + 1 sen 315°)

2.- 3 (cos 180° + i sen 180°)

3.- V2 (cos 225°+ i sen 225°)
4.- 2 (cos 90° +1 sen 90°)

9.- 2 (cos 60° + i sen 60°)

6.- 4 (cos 210° +i sen 210°)

7.- 5 (cos 300° + i sen 300°)

8.- 2 (cos 150°+ i sen 150°)
9.- 242 (cos 135 °+ i sen 135 °)
10.-2 (cos 300° + i sen 300°)
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IV.- Efectuar

1.-2 (cos 60° +1isen 60°) . 4 (cos 30° +1isen 30°)
2.- 5 (cos 50° +1 sen 50°) . 4 (cos 20° + i sen 20°)
3.- 6 (cos 100° + i sen 100°) . 3 (cos 80° +1'sen 80°)
4.- 4 (cos 25° +1 sen 25°) . 6 (cos 35° +1 sen 35°)
5.- 8 (cos 20° +1i sen 20°) . 5 (cos 40° +1i sen 40°)

V.- Efectia

1. 6 (cos 60°+ i sen 60°)
) '(cos 20°+ i sen 20“)
9. 8 (cos 135°+ i sen 135 °)
. 4 (cos 20°+ i sen 20°)
5. 12 (cos 70°+ isen 70°)
" 6 (cos 40°+ i sen 40°)
L. 10 (cos 90°+ i sen 90°)
"5 (cos 30°+ i sen 30°)
5. 8 (cos 180 °+ i sen 180 °)

2 (cos 30°+ 1 sen 30°)
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VI.- Efectia

1.- [2 (cos 10° + i sen 10°)]°
2.- [3 (cos 40° + i sen 40°)]*
3.- [2 (cos 60° + i sen 60°)]5
4.- [4 (cos 90° + i sen 90°)]2

5.- [3 (cos 20° + i sen 20°)]*

VII.- Efectuar usando el teorema de Moivre

- (V3 -i)’
) (1-45 i)

2
3.~ (<1-1i)b
4.~ (2 -2i)5

5.- (1+1)
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VIII.- Hallar las:

l.- 2 raices cuadradas de la unidad ne-
gativa.

2.- 3 raices cubicas de la unidad negati-

va.

3.- 4 raices cuartas de la unidad positi-
va.

4.- Raices cubicas de 1— Jg i
5.- Raices cuadradas de Jg +1
6.- Raices cubicas de -8

7.- Raices cubicas de 27

8.- Raices cuartas de -2 — 2i
9.- Raices quintas de -32

10.-Raices sextas de -1
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Ejercicios de Repaso

UNIDAD No. 6

I.- Efectua:

1.- [-2-vC16)+(-4-3v9) - (s +4425
2.- (3+240) (4-2v249)

3 (cos 40°+ i sen 40°)|°
3.-

" [2 (cos 10°+ i sen 10°)]

4.- (2-i)3

5.- 38

II.- Pruebe que:

1.- sec? x . cosc2 x = sec? x + cosc? x
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sen x COs X
+ =1
cCosCc X sec X

[II.- Utilizando el teorema de Moivre, efectuar y el
resultado expresarlo en forma rectangular.

1.- [./:§+i)‘1

2. (~1=1)B

IV.- Jiv7lar los ~alores de x e y si:

l.- -3x-(2x-3y)i=-6+9i
2.- 2x+(-3x-y)i=4-4i

V.- Resolver algebrdicamente y trigonométrica-

mente:
1.- x3+64=0
2.- x3-27=0

VL.- Exprese en forma trigonométrica:

1.- =3i
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2.- 4i
3.- J—36
4.- 8
5.- -6
VIL.- Hallar:
1.- ctg x ; si sen x=—£5’-
5

2.- sec x ; si ¢cs¢ xX=—

[

VIII- En qué cuadrante se encuentra un angulo que:

1.- Si tag es positiva.

2.- Si csc es negativa.

IX.- Efectua:

1. 2+V-9
1+v-1

5 . 4—--100

2-i
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e ————— e = ——— — ——— ——_—
e e i i e e |
X.-  Exprese en forma rectangular.

1.- 2 (cos 450° + i sen 450°)

2.- V2 (cos 945°+ i sen 945°)
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Teoria de Ecuaciones

Una funcién racional de grado n con respecto a la
variable x es de la forma siguiente:

Formuta

-1 -2
a,x® + a;x""1 + ax®"“ + ... +a, X + a,

En donde n es un niimero entero y positivo, y los coe-
ficientes ay, a;, ag, ... , a,_], a, SON constantes cua-
lesquiera.

Si se iguala a cero este polinomio, se obtiene una
ecuacion algebraica.

axd + ayxt-l+ agx™2+ ... +ay, ;x+a,=0;a,%0

Esta ecuacién es de grado n y a, se le llama coeficiente
principal, por ser el coeficiente del término de mayor
grado.
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P —— N e e . e e =}
92%5 —4x* +5x3 +6x2-8x-T7=0

a°=2, a) = —4, 32=5, 83'—"6, a4=—8, 3.5=—7

7.1.- Teorema del Residuo

Si se divide un polinomio f (x) entre x — r, siendo r
una constante independiente de x, el residuo es f (r).

EJEMPLO e :

Sea f (x)=x3+ 3x%—2x - 5, si dividimos este poli-

nomio entre x — 3, usando la divisién algebraica ten-

dremos:
x3 + 3x2- 2x - 5 lx—3
x3 + 3x2 x2 + 6x + 16
6x2- 2x — 5
—6x2 + 18x
16x — 5
~ 16x + 48
43

La divisién no es exacta y el residuo es igual a 43.
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Si aplicamos el teorema del residuo tendremos:

f (x)=x%+3x2-2x-5entrex -3
f(3)=(3)3+3(3)2—2(3)—5
£(3)=27+3(9)-6-5
£(3)=27+27-6-5

£(3) =43

El residuo es 43 también.

7.2.- Teorema del Factor

1.- Si r es una raiz de la ecuacion entera f (x) = 0,
entonces x —r es un factor del polinomio f (x).

2.- Si x—r es un factor del polinomio f (x), enton-
ces r es una raiz de la ecuacion entera f (x) = 0.

EJEmMPLOS

1.- Sin efectuar la division calcula el residuo que se obtie-
ne al dividir el polinomio f (x) = x3 + 2x2 - 11x - 5
entre x + 2 y determine si x + 2 es factor.

Solucion:

f(-2) = (-2)3 + 2(-2)2 - 11(-2) - 5
f(-2) =-8+2(4)+22-5

f(=2) =<8 + 8 %22 =5

f(-2) = 17

R=17; x + 2 No es factor porque R # 0.
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2.- Determinar si x - 2 es un factor del polinomio f(x) =
x3 - x2 - 14x + 24.

Solucion:
f(2)=(2)3-2(2)%2-14(2) + 24

f(2) =8 =4 =28 + 24
f(2)=0

f(2)=0; x -2 es un factor, porque R = 0.

3.- Determinar si x® + a", siendo n un mimero entero
positivo par y a # 0, es divisible entre x + a.
f (x) =x0+ an
f(-a)=(-a)"+ (a)"
f (-a) = am + a®
f (-a) = 2an

R = 2a™ ; No es divisible porque R # 0.

4.- Determinar si x” - a" es divisible exactamente entre
X - a, si n es impar.

f (x) = xn— an
f (a) = an — an

f(a) =am - an
f (a) =0

F (a) = 0 ; Es divisible.
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5.- Determinar si la ecuacién siguiente:

x* + 5x3 + 4x2 = 7x - 3 = 0, tiene como raiz a -3
f(-3)=(-3)*+5(-3+4(-3)2-7(-3)-3=0
f(-3)=81-135+36+21-3=0
f(-3)=0

f (-3) = 0 ; Es raiz.

Con el teorema del residuo se obtiene el residuo al
dividir un polinomio f (x) entre x —r, hallando f (r).

Con la division sintética ademas del residuo se obtiene
el cociente. i

EJEMPLO

Usando la divisién sintética, hallar el cociente y el
residuo que se obtiene al dividir el po]momm
f(x)=x3-3x2+4x—5Sentrex +2

1ra. Fila 1 - 3 + 4 —51-2
2da. Fila - 2 +10 -28

3ra. Fila 1 - 5 +14|-33

R=-33

Q (x) =x2 - 5x + 14 Polinomio degradado = cociente.
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7.3.1.- Observaciones

1.- El polinomio f (x) se debe ordenar descendente-
mente con respecto a la potencia de x.

2.- En la primera fila se colocan todos los coefi-
cientes del polinomio. Si falta alguna potencia
de x, este término se sustituye por un cero.

3.- Se baja a la tercera fila el primer coeficiente, se
multiplica este primer coeficiente por r y se
coloca en la segunda fila debajo del segundo
roeficiente, se suma algebraicamente el segundo
coeficiente con el producto anterior obtenido y
se coloca esta suma algebraica en la tercera fila
con su signo, se multiplica esta suma algebraica
por r y se le coloca en la segunda fila debajo
del tercer coeficiente, se suma algebraicamente
el tercer coeficiente con el segundo producto y
se coloca esta suma algebraica en la tercera fila,
y asi sucesivamente hasta llegar a sumar alge-
braicamente un producto al término indepen-
diente.

4.- Los primeros nitmeros de la tercera fila son los
coeficientes del cociente que es de grado menor
en una unidad que el grado del polinomio y se le
llama polinomio degradado.

El ltimo niimero de la tercera fila es el residuo.
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Ejercicios

1.- Usando la division sintética, hallar el cociente y el re-
siduo al dividir el polinomio f (x) = 4x* - 3x2 - Tx - 2
entre x - 3.

4 + 0 - 3 -7 - 2 3
+12 + 36 +99 + 276

4 +12 + 33 +92 |+ 274

R =274

Q (x) =4x3 + 12x2 + 33x + 92 :
Polinomio degradado = cociente.

2.- Determinar si x + 2 es un factor de:
x3 + 4x2 + 5x + 6. Usando division sintética.

1 + 4 + 5 + 6 -2
- 2 - 4 -2

1 + 2 + 1|+ 4
R =4 ; No es factor.

3.- Comprobar que x +1 y x - 3 son factores de
x% = x3 = 7x2 + x + 6 y hallar los factores restantes.

1- 1 -7+1 + 6 -1
-1 + 2 +5 - 6

1 - 2 - 5 +6 0
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Ejercicios

R=0

Q(x)=x3-2x2-5x+6
Polinomio degradado.

x + 1 es factor.

1 - 2 -5 +6 | 3
+ 3 + 3 -6

1 +1 - 2| 0

R=0
Q(x)=x2+x-2 Polinomio degradado.
x — 3 es factor.

x2+x-2=(x+2)(x-1)
son factores restantes

fx)=x+1)(x-3)(x+2)(x-1)
Polinomio escrito en forma factorizada.

(x+1)(x-3)(x+2)(x-1)=0
Ecuacién escrita en forma factorizada.
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Ejercicios

EJEMPLOS

4.- Comprobar que dos de las raices de
x*+2x3 - 7x’-8x+12=0,s0n 1 y -2 y hallar
las raices restantes. -

1 + 2 -7 -8 + 12 1
+ 1 + 3 -4 - 12
1 + 3 - 4 -12 0
R=0

Q(x)=x3+3x2-4x-12=0
Ecuacion degradada.
1 es raiz

1 + 3 - 4 -12 -2
- 2 - 2 +12

1 +1 - 6| O

R=0

Q (x) =X+ x — 6 = 0. Ecuacién degradada.
-2 es raiz. e

x2+x-6=0

(x+3)(x—-2)=0

X3 = -3

X4=2
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Ejercicios

5.- Usando el teorema del residuo hallar el valor de K
que haga el polinomio x* - x? + kx + 9 sea divisible
exactamente entre x + 3.

f(x) = x3-x2+kx+9
£(=3) = (=3)3—(~3)2 + k (<3) + 9
£(=3) = —27-9-3k +90
£(-3) = =27-3k = 0

3k = -27
k = -27/3
k = -9

6.- Usar el teorema del residuo y hallar el valor de k
para que al dividir el polinomio x3 + 6x% + kx + 1
enire x - 2, el residuo sea -25.

£(2) = 2B3+6(2)2+k(2)+1

£(2) = 8+6(4)+2k+1
£(2) = 8+24+2k+1
£(2) = 33+2k
33 + 2k = 25
2k = -25 — 33
2k = —58
k = —58/2

k=-29




Ejercicios

7.- Usar el teorema del residuo para hallar el valor de k

que haga que el polinomio x3 + x? + kx - 24 sea

divisible exactamente entre x + 3.

f(x) = x3+x2+kx-24
£(=3) = (=3)3 + (-3)2 + k (-3) — 24
f(=3) = 27+ 9 — 3k — 24
£(-3) = —51+9 -3k
£(-3) = —42 — 3k
-42 -3k = 0
-3k =42
k = 42/-3
k = -14

8.- Hallar los valores de ay b que hagan que x- ly
x + 2 sean factores del polinomio x* + ax3 + bx - 2.

f(x) = (I)*+a(1)®+b(1)-2
£(15 = lva+h-2
f(l1) = a+b-1

1) a+b-1=0
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Ejercicios

EJEmPLOS _ o

£(=2) = (-2)%+a(=2)3+b (-2) -2
f(-2) = 16-8a—2b-2
f(-2) = -8a-2b + 14

2) -8a-2b+14=0

1) a+b-1=0 x2
2) -8a-2b +14=0x1

1) 2a+2b- 2=0
2) -8a—2b+14=0

—6a +12=0

—6a =-12 a+b-1 = 0
a =-12/-6 2+b-1 =0
a =2 1+b = 0
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Ejercicio # 1. Unidad No. 7

I.-

IL.-

Hallar el residuo que se obtiene al dividir el
polinomio dado entre el binomio de la derecha.
Usando el teorema del residuo.

1.- f(x)=x%-3x3+x—-6 entrex +4

2.- f(x)=3x3-2x2+x+2 entrex—-3

3.- f(x)=-2x2-3x+4 entrex +2

4.- f(x)=3x4-2x2-5 entrex—1

5.- f(x)=2x3-6x+5 entrex +1

6.- f(x)=4x3-2x2+9 entrex +5

7.- f(x)=-3x5 +2x% - 2x3 - 3x2 + x - 1

entre x + 3

8.- f(x)=2x6-4x%-3x2+1 entrex-1

Usando el teorema del factor determinar si:

1l.- x—3 es un factor de x3 — 6x2 + 4x -5

2.- x+ 1 es un factor de x —3x3 + 2x2 - x -3

3.- x +4 es un factor de x4 + 2x3 — 23x2 -
24x + 144

4.- x+2 esun factor de x5—x%—12x3 + 20x2
-5x-3

5.- .x+1 esun factor de 2x3 + 11x2 + 12x -9
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III.- Si n es entero y positivo. Deterrninar si:

I.- x™ + an” es divisible exactamente entre
X + a; n es par.

2.- x + a? es divisible exactamente entre
X + a; n es impar.

3.- x — am es divisible exactamente entre
X —aj; n es par.

4.- xn — an es divisible exactamente entre
X — a; n es impar.

5.- x? + an es divisible exactamente entre
X — a; n es par.

6.- x + an es divisible exactamente entre
X — a; n es impar.

7.- x? — a® es divisible exactamente entre
X + a; n es par.

8.- x0 — an es divisible exactamente entre

X + a; n es Impar.

IV.- Hallar el cociente y residuo. Usando la divisién
sintética. Al dividir:

L.- f(x)=x%-6x3+4x2-3x -1 enire x + 3

2.- f(x)=2x*-x3-3x -4 entrex -3
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3.- f(x)=06x*-17x3 + 2x2 + 19x — 6 entre
2x -3

4.- f(x)=x*+2x3 - 23x2 - 24x + 144 entre
X + 4

5.- f(x)=2x-3x+ 1entrex—2

6.- f(x)=x-6x3+2x-3entrex +4

7.- f(x)=x3-1entrex-1

8.- f(x)=x5+1entrex +1

9.- f(x)=x3-6x2-3x—2 entrex —2

10.-f (x) = 4x% — 3x3 — 2x + 3 entre x — 4

V.- Hallar el valor que debe tener k para que al
dividir el polinomio f (x) entre el binomio indi-
cado, el residuo sea:

1.- f(x)=x3-16x2 + kx —4; entre x — 1, el
residuo sea cero.

2.- f(x)=2x%-3x3 +4x2 + kx — 1; entre
x + 2, el residuo sea 5.

3.- f(x)=3x3+ kx% — 2x — 3; entre x -3,
el residuo sea -3.

4.- f(x)=x%+7x3+ 5x2 + kx — 3; entre

x + 3, el residuo sea cero.
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Vl.- Hallar los valores de a y b en:

1.- x3-bx2 + ax + 12 = 0, sabiendo que 3 y
—1 son raices de la ecuaciodn.
2.- x3 + ax? + bx — 18 es divisible exacta-

mente entrex—3 y x + 3.

VII.- Usando el teorema del factor determinar si:

1.- -3 es raiz de la ecuacién;
x%+x3-11x2-9x + 18

2.- 4 es raiz de la ecuacién;
x°-3x4+2x2-3x+1=0

3.- -1 es raiz de la ecuaciéon; x3-x-6=0

4.- —4 es raiz de la ecuacion;
x4 +x3-8x2+16=0

5.- =1/2 es raiz de la ecuacién;

2x4-3x-x-1=0

VIII.- Comprobar que:

L.- -5 es una raiz de la ecuacién x3 + 4x2 —

11x - 30 y hallar las raices restantes.
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2.- 2y -3 son raices de la ecuacién x* + 4x3
— 7x2 — 22x + 24 = 0 y hallar las raices
restantes.

3.- =4 y 1 son raices de la ecuacién x* +
2x3 — 13x2 — 14x + 24 = 0 y hallar las
raices restantes.

4.- (x = 1) y (x + 2) son factores del poli-
nomio x4 + 5x3 + 5x2 — 5x — 6 y hallar
los factores restantes.

5.- (x +2) y (2x — 1) son factores del poli-
nomio 2x4 — x3 — 14x2 + 5x + 6 y hallar
los factores restantes.

6.- (3x—1) y (2x + 2) son factores del poli-
nomio 6x% + 10x3 + 122x2 — 62x + 40 y

hallar los factores restantes.

7.4.- Grafica de un Polinomio

La grafica de un polinomio-en x con coeficientes
enteros es una curva continua sin interrupciones ni vér-

tices.
Para trazar la grafica de un polinomio debe tenerse

en cuenta las siguientes condiciones:

1.- Los puntos donde la grafica corta al eje de las x,
son las raices reales de la ecuacion f (x) = 0.
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2.-

Cuando se divide el polinomio f (x) entre x —r,
siendo r positivo y usando la division sintética, si
todos los niimeros en la tercera fila tienen el mis-
mo signo o nulos, entonces la ecuacion f (x) =0
no tiene raices mayores que r, es decir, r es una
cota superior de las raices de la ecuacion f (x)=0.

Si en la division sintética de f (x) entre x — r,
donde r es negativo, los niimeros en la ter-
cera fila alternan en signos, entonces la
ecuacion f (x) = 0 no posee raices reales
menores que r, es decir, r es una cota inferior
de las raices de la ecuacién f (x)=0.

Si a y'b son niimeros reales de manera que f (a)
y f (b) tienen signos opuestos, entonces la grifi-

. ca del polinomio f (x) corta un nimero impar de

veces el eje de las x entre a y b.

y=£(x) y
f(a)=+
£ (b)=— (a, F(a))

---..b..‘..
]

(b, F(b))
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(a, F(a))

La ecuacién
f (x) = 0, tiene
A por lo menos una
b x raiz real entre a
y b o un namero

(b, F(b)) impar de ellas.

5.- Si r es una raiz real no repetida de la ecuacién
f (x) = 0, entonces la grafica del polinomio f (x)
corta el eje de x en r, pero no le es tangente en
ese punto.

EJEmMPLO

‘4|

% r no es repetida,

multiplicidad sim-
(r.,0) ple;m=1.
x' 0 } X

6.- Si r es una raiz real repetida de multiplicidad m
de la ecuacién f (x) = 0, si m es par, la grafica del
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polinomio f (x) es tangente al eje de las x en r,
pero no lo corta en ese punto.

_

\

r es de multipli-
cidad m y m es
par.

7.- Si r es una raiz real repetida de multiplicidad
m de la ecuacién f (x) =0, si m es impar la gra-
fica del polinomio f (x) es tangente al eje de las
x en r y lo corta en ese punto.

b 4
k r es raiz de mul-
tiplicidad m y
I (r.0) m es impar

x' 0 ) X

[
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8- Si a y b son nimeros reales de manera
que f (a) y f (b) tienen el mismo signo, la
grafica del polinomio f (x) puede no cortar
el eje de las x o cortarlo un niimero par
de veces entre a y b.

*
EJEmPLO '

y

x' 0 a b X
yl
y
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7.5.- Multiplicidad

a.- Si una raiz de una ecuacién no es igual a
ninguna de las otras raices, se dice que esta
raiz no esta repetida y es de multiplicidad sim-
ple; m=1.

b.- Si dos de las raices de una ecuacién son iguales
se dice que existe una raiz doble, de multiplici-
dad par; m = 2.

c.- Si tres de las raices de una ecuacion son iguales
se dice que existe una raiz triple, de multiplici-
dad impar; m = 3.

d.- Siuna ecuacién tiene m raices iguales a r se dice
que existe una raiz r de multiplicidad m.

e.- Una raiz repetida de multiplicidad m se cuenta
como m raices.

Ejercicios

" EJEMPLOS

I.- Las raices de una ecuacion son: -l, 1, 2, 4.

.- Escribir el polinomio f (x) en forma fac-
torizada.

f(x)=(x+1)(x-1) (x=-2) (x-4)
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Ejercicios

2.- Escribir la ecuacion f (x) = 0 en forma

factorizada.
x+Dx-D(x-2)(x-4)=0
3.- ¢Cual es la multiplicidad de cada raiz?

Todas son de multiplicidad simple; m = 1.

4.- ;En qué punto del eje x la grafica lo

corta?

En-1,1,2y4.

5.- ;A qué es igual f(-1), £(0), (1), f(2),
f(3), f(4)?

f(-1)=0, £(0)%0, £(1)=0, £(2)=0,

£(3)20, £(4)=0
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Ejercicios

6.- Formar la ecuacion.
(x2-1)(x®2-6x+8) =0

x2 - 6x + 8
x2 -1
x4 — 6x3 + 8x2

- x2+6x - 8
x4 - 6x3 +7x2 +6x - 8
x* - 6x3 +7x2 +6x — 8

7.- ;De qué grado es la ecuaciéon?

Es de 4° grado.

IL- Seaf(x)=(x-1)2 (x+2)3(x+3)=0
1.- ;De qué grado es la ecuacién?

De 6to. grado.

2.- ;(Cuales son las raices de la ecuacién
f(x)=0?

Las raices son 1, -2, -3
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Ejercicios

3.- ; Cual es la multiplicidad de cada raiz?

La multiplicidad de 1 es doble; m = é
La multiplicidad de -2 es triple; m = 3.
La multip].icidlad de -3 es simple; m = 1.

4.- ;A quéesigual f (1), f(-1), £(2), f(-2),
f(-3), £(3).

f£(1)=0, f(-1)#0, f(2)#0, f(-2)=0,
f(-3)=0, £(3)#0.

5.- ;Cémo es la grafica del polinomio f (x)
con respecto al eje x?

En 1 la grifica es tangente al eje de las

X, pero no lo corta; m = 2; par.

En -2 la grafica es tangente y lo corta;

m = 3.

En -3 lo corta pero no es tangente m = 1.
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Ejercicios

III.- Hacer la grifica de y=2x? - Tx-Tx+5

1.- Hallar f(0)=5

x |-2|-1]0 |1} 2] 3]|4]|S5

y |-25| 3 | 5 | -7 |-21|-25| -7 | 45

2.- Hallar f (1), f (2), f (3), f (4), hasta
que los nimeros en la tercera fila en la
division sintética tengan el mismo signo.

2 - 7T- 7T +5 11
2 — 5 -12

. - 5—12|~7

2 - 7T- 7 +51]2
4 - 6 -26

2 - 3—13|—21

2 - T~ T 4513
6 — 3 -30

2 - 1—10|—25
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Ejercicios

2 - 7T - T +5 |4

10 — 15 +40
+45

2 + 3 + 8

3.- Hallar f(-1), f(-2), f(-3) hasta que los
niimeros en la tercera fila de la division
sintética tengan signos alternados.

2 - 7 - 7T +5|-1
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410

Ejercicios
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7.5.1.- Observaciones

1° La grafica corta el eje de las X entre -1 y -2,
porque f(-1)=3 y f(-2)=-25

2° La grafica corta el eje de las X entre 0 y 1,
porque f(0)=5 y f(1)=-17.

3° La grafica corta el eje de las X entre 4 y 5,
porque f(4)=-7 y f(5)=45.

4° La ecuaciéon f (x) = 0 tiene 3 raices reales; una
entre —2 y —1; otra entre 0 y 1; otra entre 4 y 5;
que son los puntos donde la grifica del poli-
nomio f (x) corta el eje de las x.

5° La ecuacion f (x) = 0, solo tiene tres raices, ya
que es de tercer grado.

6° Cuando se calculé f (5) todos los niimeros en la
tercera fila de la division sintética son positivos,
por lo tanto 5 es una cota superior de las raices
de la ecuacion f (x) = 0. La ecuacion no tiene
una raiz real mayor que 5.

7° Cuando se calculé f (-2) los niimeros en la ter-
cera fila de la division sintética tienen signos
alternos, por lo tanto -2 es una cota inferior
de las raices de la ecuacién f (x) = 0. La-
ecuacion no tiene una raiz real menor que —2.
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Para hallar los interceptos de la grafica del poli-

nomio y = f(x).

12 Para hallar los interceptos con respecto al eje X
se hacey =0

2° Para hallar los interceptos con el eje Y se hace
x=0.

7.6.- Teorema Fundamental del Algebra

Una ecuacién entera f (x) = 0, tiene por lo menos
una raiz real o compleja.

Una ecuacién entera de grado n tiene exactamente
n raices.

Si una ecuacién entera f (x) =0 con coeficientes
reales tiene como raiz a + bi, su conjugado a - bi
también es raiz de la ecuacién.

7.7.- Binomio Irracional Cuadratico

Si a y b son dos niimeros racionales y Vb es un
niimero irracional, entonces a+/b es un binomio
irracional cuadritico, a—+/b es su conjugado.

Si una ecuacién entera f (x) = 0 con coeficientes
racionales tiene como raiz al binomio irracional

cuadratico, a+vVb su conjugado a-+/b también
es raiz de la ecuacién.
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Ejercicios

1.- Construir la ecuacion entera que tiene las raices
diferentes 2 y -1, y la raiz doble 3.

x1=2, xg=-1, y x3=3 con m=2

(x-2) (x +1) (x - 3) = 0
(x2-x-2)(x®-6x+9) = 0
(x2-x-2)(x2-6x+9) =

x4 -7x3+13x2+3x-18 = 0

2.- Comprobar que -2 y 1 son raices de la ecuacion
x4 = x3 + x2 + 9x - 10 = 0, y hallar las raices
restantes.

1 - 1+ 1 + 9 =10 -2
- 2+ 6 - 14 +10

1 - 3+ 7 - 5 |0

R=0. -2eslaraiz

Q(x)=x3-3x2+Tx-5=0 -
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Ejercicios

2+v4-20

2
2++/-16
2

_2+4i
2

Xx=

Xx=

X

_2+4i_2 (1+2i)
z 2
2-4i 2 (1-2i)

x= = =1-2i

2 2

X

=-1+2i
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Ejercicios

3.- Si 1+ 3i esunaraiz de la ecuacién
x* = 3x3 + 6x2 + 2x - 60 = 0, hallar las raices
restantes.
x1=1+3i; x9=1-3i

1 - 3 + 6 + 2 - 60| 1+31
1+ 3i- 11- 3i+ 4- 18 + 60

1- 24+ 3i- 5- 3i+ 6- 18 0
R=0, 1+ 3iesraiz.
Q(x)=x3+(—2+3i)x2+(—5—3i)x+6—18i=0

1 - 2+ - 5- 3+ 6- 18i|1-3i
1- 2i- 1+ - 6+ 18i

1 - 1 - 6 0
R=0, 1-3iesraiz
Q(x)=x2-x-6=0
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Ejercicios

4.- Construir la ecuacion que tiene como raices

l—wfg y 1+3i.

x, =1-45, x, =1+3i,

x, =1+5, x, =1-3i

[x—(1=V5)][x—(1+3i)][x—(1+V5)][x—(1-3i)]=0
(x-14+V5) (x=1-45) (x = 1 + 3i) = 0
(x=1+V5) (x=1-45) (x=1-3i) (x-1+3i) = 0
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Ejercicios
x — 1 + ‘\E
x — 1 -5
x2 - x + X \/E
o= X + 1 = ‘\/g
_ x5 + V5 — 425
~ (x2 - 2x — 4)
x — 1.~ 3
x — 1 + 3i
x2 - x -3x
—~ +1 + 3
+ 3ix - A -9i2
x2 — 9% + 1 + 9
(x2-2x-4) (x2-2x+10)= 0
x2 -2x - 4
x2 — 2x + 10
x4 —2x3 —4x2
—92x3 +4x2  +8x
10x2 —-20x- 40
x¥ — 4x +10x2 -12x-40
Resp. x* — 4x% + 10x2 - 40 =0
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Ejercicio # 2. Unidad No. 7

I.-  Hacer la grifica de:

l1.- y=x%-5x2+4
2.- y=x4-9x2+Tx +4
3.- y=3x3+5x2-4x-3

3 _4x

4.- y=x
5.- y=x3-4x2 + 4x
6.- y=x3-4x2-3x+ 18
I[I.-  Las raices de una ecuacién f (x) = 0 son:

XI=2, X2=—3, X3=4

1.- ;De qué grado es la ecuacién?

- 2.- Escribir el polinomio f (x) en forma
factorizada.

-3.- Escribir la ecuacién f (x) =0 en for-
ma factorizada.

- 4.- Formar la ecuacién.
5.- ¢Cual es la multiplicidad de cada raiz?

6.- ;Donde corta la grafica de f (x) el
eje de las x?
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[Il.- Las raices de una ecuaciéon f (x) =0, son:

x, =—i, x2=—\E, x,=-1, x, =2

1.- ;De qué grado es la ecuaciéon f (x) =07

2.- Escribir el polinomio f (x) en forma
factorizada.

3.- Escribir la ecuacién f (x) =0 en forma
factorizada.

4.- Formar la ecuacion f (x)=0
5.- ;Cual es la multiplicidad de cada raiz?
6.- ;Cémo es la grafica del polinomio f (x)

con respecto al eje X?

IV.- Las raices de una ecuacién f (x) = 0, son:

x,=1-1, x2=1+‘\E

1.- ;De qué grado es la ecuacién f (x) = 0?
2.- Escribir el polinomi o f (x) en forma
factorizada.

3._ Escribir la ecuacién en forma facto-

rizada.

4.- Formar la’ecuacion.
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V.- Las raices de una ecuacion f(x) =0, son:

-‘i|=—2a X2=3-, x.’j:]‘! x4=—1, X5=0

1.- ;De qué grado es la ecuacion f (x) =07

2.- Escribir el polinomio f (x) en forma

factorizada.

3.- Escribir la ecuacién f (x) = 0 en forma
faciorizada.

4.- Formar la ecuacion f (x)=0
5.- ¢Cual es la multiplicidad de cada raiz?

6.- ;A quéesigual f(2), f(-2), f(-1),
f£(-3), £(3), £(1), £(0), f(-4)?

7) ¢Como es la grafica de f(x) con respec-
to al eje X?

Vl.- Sea la ecuacién:

f(x)=(x-3)(x+1)(x-2)=0

.- ;De qué grado es la ecuacién f (x) = 0?
2.- ;Cuales son sus raices?

3.- ¢Cuail es la multiplicidad de cada raiz?
4.- ;Como es la grafica de f (x) con res-
pecto al eje X?

5.- Formar la ecuacién.
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VII.- Sea la ecuacion f (x)=0

(x=-2)2(x+3)(x+1)3=0

1.- ;De qué grado es al ecuacion?
2.- ;Cuales son sus raices?
3.- ;Cual es la multiplicidad de cada raiz?

4.- ;Coémo es la grafica de f (x) con res-
pecto al eje X7

5.- ;A qué esigual f(-2), f(2), f(-3),
f(3), f(1), f(-1)?

6 - Formar la ecuacion.

VIII.- La grafica del polinomio y = f (x) es:

A L L l\ a
¥ A 3-2-1[01N34 x
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1.- ;De qué grado es la ecuacion f(x) =07
2.- ;Cuales son las raices de la ecuacion
f(x)=0?
3.- Escribir la ecuaciéon f (x) = 0 en forma
factorizada.

4.- Escribir el polinomio f(x) en forma fac-
torizada.

5.- ;Cual es la multiplicidad de cada raiz?

6.- (A quéesigual f(-3), f(3), f(-2),
£(2), £(1), f(-4), f(4)?

7.- Forma la ecuacién f (x)=0.

IX.-  Las raices de la ecuacién f (x) =0 son:

Xp=-2, conm=3; x,=1, conm=2 y

xg=2, conm=1

L.- Escribir la ecuacién f (x) =0, en for-
ma factorizada.

2.- ;De qué grado es la ecuacién f (x) =07

3.- ;Cuantas raices tiene la ecuacién
f(x)=0?

4.- ;Como es la grifica de f(x) con respec-
to al eje X?

5.- Formar la ecvacién
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X.- Sea f(x)=0 una ecuacién y:

f(-2)=0, £(1)=0, £(3)=0, £f(2)=0

1.- ¢Cuales son las raices de la ecuaciéon
f (x)=0?

2.- ¢(De qué grado es la ecuacién f (x) = 0?

3.- Escribir la ecuacién f (x) = 0 en forma
factorizada.

4.- Formar la ecuacién f (x) =0

Ejercicio # 3. Unidad No.7
.- Si

a.- 2 +1i es una raiz de la ecuacion x4 — 16x2 +

40x - 25 =0.

Hallar las raices restantes.

b.- 2—2\/§q es una raiz de la ecuaciéon x4 —
6x3 + x + 20x + 12 = 0 y hallar las raices
restantes.

II.- Las raices de una ecuacion son:

l- x;=2, x9=-3, x3=4
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a.- ;De qué grado es la ecuacion?
b.- Escribir el polinomio en forma fac-
torizada.

c.- Escribir la ecuacion f (x)=0 en

forma factorizada.
d.- Formar la ecuacion.

e.- ;Cual es la multiplicidad de cada raiz?
2= =i, X, =—\E, x, =-1, x, =-2
a.- ;De qué grado es la ecuaciéon?

b.- Escribir el polinomio f (x) en forma
factorizada.

c.- Escribir la ecuaciéon f (x) =0 en for-
ma factorizada.

d.- Formar la ecuacién.
3.- x,=1-1, x2:1+\/§

a.- ;De qué grado es la ecuaciéon?

b.- Formar la ecuacién.
4- x1=-2, x3=3, x3=1, x4=-1, x53=0

a.- ;De qué grado es la ecuacion?



Teoria de Ecuaciones 425
- - = = ——— - —=—————=— ———
e e e L M L T e Yoty P T R SIS
b.- ;Cual es la multiplicidad de las raices?
c.- ;Coémo es la grafica de y =1f(x) con
respecto al eje X7

d.- Formar la ecuacion.

III.- Seala ecuacion:
l- (x-3)(x+1)(x-2)=0

a.- ;De qué grado es la ecuacién?
b.- ;Cuales son sus raices?
c.- ;Cual es la multiplicidad de cada raiz?

d.- Formar la ecuacion.
2.- 2x-1)(Bx+2)(x—-4)(x+1)=0

a.- ¢De qué grado es la ecuacioén?
b.- ;Cuales son sus raices?
c.- ;Cual es la multiplicidad de cada raiz?

d.- Formar la ecuacion.



426 LA CATEDRA: ALGEBRA SUPERIOR
e —— = _——— — —————— —— ———— === = ]
e o e e e e e e e e SR e TS

IV.- Las raices de una ecuacion son:

xp}=-2,con m=3; xo=1,con m=2 y

X3=2, con m=1

a.- Escribir la ecuacion en forma facto-

rizada.
b.- ; De qué grado es la ecuacién?
c.- ;Cuantas raices tiene la ecuacién?

d.- ;Como es la grafica de y =f (x) con
respecto al eje X?

V.- Sealaecuacién: (x -2)2(x+3)(x+1)2=0

a.- ;De qué grado es la ecuaciéon?
b.- ;Cuéles son sus raices?
c.- ;Cual es la multiplicidad de cada raiz?
d.- ;Cémo es la grifica de y= f(x) con
respecto al eje X? ‘
e.- ;A quéesigual: f(-2), f(2),f(-3),
f (3)9 f ("‘1)3 £ (1)?

f.- Formar la ecuacién.
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VI.- La grafica de y = f(x) es:

a.- ;De qué grado es la ecuacioén?
b.- ;Cuales son las raices de f (x)=0?

c.- Esecribir la ecuaciéon en forma facto-
rizada.

d.- ;Cual es la multiplicidad de cada raiz?

e.- Forrnar la ecuacion.

VIL- Hacer la grifica en el plano cartesiano de:

a.- f(x)=x4-9x2+Tx+4
b.- f(x)=x3-5x2+8x-3

c- f(x)=x3-4x2-3x+38
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d.- f(x)=x3-6x2+12x-38
e- f(x)=x(x2-4)
f.- f(x)=x(x-2)2

7.8.- Regla de los Signos de Descartes

Con esta regla se puede determinar el niimero maxi-
mo de raices positivas y negativas de una ecuacién
entera con coeficientes reales.

7.8.1.- Teorema (Regla de los Signos de Descartes)

Si f(x) =0 es una ecuacién entera con coeficientes
reales y sin raices nulas:

1° El namero de raices positivas de la ecuacidén
f(x)=0 es igual al nimero de variaciones de
f (x) o menor que este niimero en un nimero
par.

2° El ntmero de raices negativas de la ecuacién
f (x) =0 esigual al niimero de variaciones de
f (—x) o menor que este niimero en un niimero

par.

Como observamos la Regla de los Signos de
Descartes no se aplica a ecuaciones que tengan raices
nulas, por lo tanto debemos hallarlas y separarlas, para
luego aplicar la regla de los signos de Descartes.
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7.8.2.- Determinacion de las Raices Nulas de
una Ecuacion Entera f(x) =0

1°  Si una ecuacién carece del término independiente
pero no del término de primer grado, esta
ecuacion tiene una sola raiz nula.

x3 + 2x2 + x =0

Tiene una raiz nula ya que no tiene término
independiente pero tiene término de ler. grado.

2° Si una ecuacidén entera carece del término
independiente y del término de ler. grado,
pero no del término de 2do. grado, entonces la
ecuacion tiene 2 raices nulas y asi sucesiva-
mente.

_EsempLo -

2x°% + 3x4 - 3x3 - 2x2 =0

Tiene 2 raices nulas, porque carece del término
independiente y del término de ler. grado, pero no
del término de Zdo. grado.

La Regla de los signos de Descartes habla del nimero
de variaciones de f (x) y del niimero de variaciones de
f (—x), por lo tanto debemos saber que es una variacion.
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7.8.3.- Variacion

Una variacién en un polinomio f (x), con coefi-
cientes reales y sus términos ordenados segin las poten-
cias descendentes de x, es cuando dos términos conse-
cutivos del polinomio difieren en signos.

Cuando se sustituye en un polinomio f (x), a x por
—x, se obtiene un nuevo polinomio f (-x) que soélo
difiere de f (x) en los signos de los términos de grado
impar. Si existe el término independiente se considera

de grado par.

EJEMPLOS

.- Determinar las variaciones de los siguientes poli-
nomios.

1.- f(x)=x%-3x3+5x2-7x +15 : 4 varia-
ciones.

2.- f(x)=x5-3x3—-6x2-8: 1 variacién.

3.- Si f(x) = x - 6x - 5x, hallar las variaciones

de f(-x)

f(-x) = x* + 6x3 + 5x : 0 variacion.
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4.- Usando la Regla de los signos de Descartes
determinar la naturaleza de las raices de
las siguientes ecuaciones.

a.- x}-9x2-4x+12 =0

f (x) = x*—9x2 — dx + 12 : 2 variaciones.

f (-x) = x*—9x2 + 4x + 12 : 2 variaciones.

Nulas + - Complejas
0 2 2 0
0 2 0 2
0 0 2 2
0 0 0 4

b.- x5-2x4+5x3-7x2=0

x2 (x3-2x2+5x-7) =0
X1 =0

X9 =0

x3-2x2+5x-7 =0
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f(x)=x?—-2x%+5x — 7: 3 variaciones

f(-x)= -x3 = 2x2 — 5x - 7 : 0 variaciones

Nulas + - Complejas
2 3 0 0
2 1 0 2

c.- x?+3x2+2x+1=0

f(x) = x* + 3x2 + 2x + 1 : 0 variaciones

f(-x) = x* + 3x2 - 2x + 1 : 2 variaciones

Nulas + - Complejas
0 0 2 2
0 0 0 4
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7.9.- Raices Racionales

7.9.1.- Determinacion de las Posibles Raices
Racionales de una Ecuacion Entera

f (x) = 0.

Si una fraccién p/q, reducida a su minima expre-
sion, es una raiz de la ecuacién entera a x" + a;xn-1
+ ax"2 + ...+ a, 1X + a, = 0, cuyos coeficientes son
enteros o nulosy a, #0 y -an # 0, entonces p
divide exactamente a a, y q divide exactamente a
A

Si en la ecuacién anterior a, =1 y su término
independiente a, # 0 entonces las raices racionales
de esta ecuacion son enteras y p divide exactamente
a a,.

Para obtener las raices de una ecuacién entera
con coeficientes racionales se debe efectuar lo sigu-
iente:

1° Hallar las raices nulas y separarlas.

2° Usar la regla de los signos de Descartes para
hallar la naturaleza de las raices.

3° Determinar las posibles raices racionales, y
hacer la division sintética con estas posibles
raices racionales, para determinar si es raiz.
Cuando se encuentre una raiz racional, se
separa y se contintia con la ecuacién

degradada.
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4° Después de halladas todas las raices ra-
cionales, si todavia existe una ecuacion
degradada, ésta debe tener solamente raices
irracionales o complejas.

Nota:En el namero 3 se debe repetir con la raiz
racional encontrada para ver si tiene multi-
plicidad. En caso contrario se sigue el pro-
cedimiento.

I.- Dada la siguiente ecuacién

x% + 2x% - 18x3 - 8x2 + 41x + 30 = 0, Hallar:

1.- Raices Nulas

No tiene raices nulas porque tiene término
independiente.

2.- Naturaleza de las raices

a.- f(x) = x>+ 2x* — 18x3 — 8x2 + 41x + 30 :

2 variaciones.

b.- f(—x) = x5 + 2x% + 18x3 — 8x2 — 41x + 30

: 3 variaciones.
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Nulas + - Complejas
0 2 3 0
0 2 1 2
0 0 3 2
0 0 1 4

3.- Posibles Raices Racionales

r/q
p==+1,+2, +3, £5, +6, 10, 15, +30
q==+1

p/q = £1 , £2, +3, 5, +6, 10, 115, +30

4.- Resolver la Ecuacion

1 + 2 —-18 - 8 + 41 + 30
1 + 3 —-15 - 23 + 18

|r-

1 + 3 —-15 -23 + 18|+ 48

R#0, 1l.noesraiz.
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1 + 2 -18 - 8 + 41 + 30| _4
-1 - 1 +19 -11 - 30

1+ 1 -19 +11 +30] 0
R=0, -1esraiz

Q(x)=x*+x3-19x2+11x+30=0

1 + 1 =19 + 11 + 30| 4
-1 + 0 + 19 - 30
1 + 0 —--19 + 30 0

R =0, -1esraiz de multiplicidad doble.

Q(x)=x>*-19x+30=0

1o+ 0 - 19+ 30|y
N S A
1 - 1 - 18 |+ 48
R#0
1 + 0 - 19 + 30,
+ 2 + 4 - 30
1 + 2 - 15| 0

R=0, 2esraiz
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Q(x)=x2+2x-15 =0
(x+5)(x-3) =0

X =-=5

x =3

x;=-1, x9=-1, x3=2, x4=-5, x5=3

[I.- Dada la ecuacién 2x% — x3 - 4x2 + 10x - 4 = 0.
Haliar:

1.- Raices nulas

No tiene raices nulas porque tiene término
independiente.

2.- Naturaleza de las raices
a.- f(x)=2x*—x3-4x% +10x -4 : 3 varia-

clones

b.- f(-x) = 2x% - x3 - 4x% + 10x - 4 : 1

variacion
Nulas + - Complejas
0 3 1 0

0 1 1 2
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3.- Posibles raices racionales p/q

p==1, £2, +4

q==1, +2

p_tl 1 2 2 4
q £ E27 #1727 £17 £2
P_y1, +1, 12, +4

q 2

2 — 1 - 4 +10 - 4 1/2
+ 1 + 0 - 2 + 4
2 0 - 4 + 8 0
R=0 1/2esraiz.
Q(x)=2x>-4x+8=0
&+ 0 - 4+ By
+ 1 + 1/2 - T7/4
2 + 1 - 72 + 25/4

R#0, 1/2 no tiene multiplicidad.




Teoria de Ecuaciones 439

2 + 0 - 4 + 8| yp
- 1 + 12 + 7/4
2 - 1 - U2 |+304

R#0, -1/2 no es raiz

2+0—4+81

3]
|
3]

+ 2 +

2 + 2 - 2|+ 6

R#0, 1noesraiz

2 - 2 - 2]|+10
R#0, -1no esraiz.
2 + 0 - 4 + 8 2

+ 4 + 8 + 8
2 + 4 + 4|+ 16

R#0, 2noesraiz
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2 + 0 = 4 = 3 _2
- 4 + 8 — 8
2 - 4 + 4 | 0
R=0, -2 esraiz
2x* —4x+4 =0
X —2x+2=0

x= 2+,2°-4 (1) (2)
2

(1)

o2V
2
_242i
2
_2+2i 2 (1+i)
g == = =141
2 !
_9; 2 (1-
x4-—-292l: (2 l)=1—1

Las raices son:

xp=V2, x9=-2, x3=1+i, x4=1-i
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Nota:Cuando la suma de los coeficientes de
una ecuaciéon es cero, entonces la
ecuacion tiene a 1 como raiz.

Ejercicio #4. Unidad Ne. 7

I.-  Determine las variaciones en los siguientes poli-
nomios.

a.- f(x)=2x4-6x3-2x2-4x+1
b.- f(x)=x5-3x3+2x-1

c.- f(x)=4x6—-2x5-3x3+2x+4

[I.- Usando la regla de los signos de Descartes
determinar la naturaleza de las raices de las
siguientes ecuaciones.

a.- x¥+2x3 -43x2-24x +144=0
b.- x3-4x2+Tx-4=0

c.- 2x3 +11x2+12x-9=0

d.- x4 -2x3-2x2+8x-8=0

e.- x3—T7x3+6x2=0

f- x5-15x3+2x2+11x+6=0
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III.- Determinar las posibles raices racionales de:

a.- 2x3+x2-4x-3=0

b.- x4-8x3+5x2-2x-120=0

c- x3+1=0

d.- 6x4+7x3-36x2-Tx+6=0

e.- x3-8=0

f.- x5—8x%+25x3-38x2+28x-8=0

IV.-  Dadas las siguientes ecuaciones, hallar las raices
nulas, naturaleza de las raices , posibles raices
racionales. Resolver la ecuacién.

1.- x4+ 5x3+4x2=0

2.- x4+10x3 +35x2 +50x +24 =0
3- x4+6x3-x2-6x=0

4.- x4-3x3+x2+3x-2=0

5.- x5 -9x%4-_x34+x2-9

6.- x4-10x2+9=0

T- 4x4-9x3 + x2 +2x =0

8.- x*+4x3 +6x2 +4x +1 =0

9.- x>+ x4+x3-9x2_10x=0

10.- x6 — 10x5 + 37x% — 60x3 + 36 x2 = 0
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7.10.- Transformaciones de Ecuaciones

1° Si a partir del segundo término se multiplica
sucesivamente los coeficientes de la ecuacion
n 1yn-1 ° o
entera @ agx"+a'x"'+...+a, ;x+a,=0
por m, m%, m3, ..., m®. La ecuacién @ se
se transforma en otra cada una de cuyas raices

esigual a m veces la raiz correspondiente de la
ecuacion @ .

Cuando m = -1, las raices de la nueva ecuacién
tienen igual valor absoluto que la de la ecuacion

, Pero con signos contrarios.

En esta transformacion hay que tener en cuenta
las potencias de x que no existen en la ecuacién,
considerar esos términos con coeficientes nulos.

l.- Transforma la ecuacién @ x3+3x2-4x-12=0,
en otra cada una de cuyas raices sea igual al triple de
la raiz correspondiente de la ecuacion dada.

®x3+3x2—4x-12=0 ;s m=3
x3 + (3) (3x2) + (3)% (—4x) + (3)% (-12)=0

®x3+9x2—36x—324=0
x3 +9%x2 -36x-324=0

Esta ecuacion @ tiene las raices de @ multi-
plicadas por 3.
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Si deseamos comprobar el resultado debemos re-
solver la ecuacién @ x3 +3x2-4x-12=0yla

ecuacion @

l.- No tiene raices nulas

2.- Naturaleza de las raices

f(x)=x3+3x2—-4x—-12 =0 : ] variacién

f (—x)=—x3 + 3x2 —4x — 12 = 0 : 2 variaciones

Nulas + - Complejas
0 1 2 0
0 1 0 2

3.- Posibles raices racionales: p/q

p=xt1, 2, +3, 4, +6, +12
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4..- Resolver la ecuacion

1 # 3 —= 4 =121 1
1 + 4 0
1 + 4 0 |- 12
R#0, 1noesraiz
1 + 3 - 4 - 12| -1
1 + 0
1 + 4 - 12
R#0, -1no esraiz
1 + 3 - 4 - 12| 2
2 + 10 + 12
1 + 5 + 6 0

R=0, 2esraiz

Q(x)=x2+5x+6 =0
(x+2)(x+3) =0
X9 = -2

X3 =-3

Las raices de la ecuacion @ son: 2,-2,-3

Las raices de la ecuacion @ deben ser: 6,-6,-9




446 LA CATEDRA: ALGEBRA SUPERIOR

Resolver la ecuacion @
x3 +9x2 -36x —-324=0

1 + 9 - 36 -324| 6
+ 6 + 90 + 324

R=0, 6esraiz

Q(x)=x2+15x+54 =0
(x+9)(x+6) =0

Las raices de la ecuacion @ son: 6,-9,—6

2° Sea la ecuacién @ agx® + a;xn-1 4+ a,xn-2 4+
. +a, 1x +a, =0; esta ecuacion se puede
transformar en la ecuacion @ a xt +

n-1 n-2 =
Ryxn-1 + Roxm2 + ... + R _;x + R, =0 cada
una de cuyas raices es h unidades menor que

la raiz correspondiente de la ecuaciéon @ i
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Los coeficientes Ry, R,, ..., R,_;, R, se calcula de la

siguiente manera:

1° Se divide el polinomio f (x) entre x — h, siendo
el residuo R .

2° Se divide el cociente entre x — h, siendo el

residuo R ;

3° Se continiia este proceso hasta efectuar n divi-
siones.

4° El altimo residuo es R;.

Si la transformacion que se desea es aumentar las
raices de una ecuacion en h unidades las divisiones
se deben hacer entre x + h.

1.- Hallar la ecuacion cuyas raices sean tres unidades

menor que la raiz correspondiente de

@ x3 +3x2-4x-12=0.

1 + 3 - 4 -12| 4 h =3
+ 3 +18 + 42 R3 =30

1 + 6 +14|+ 30 Rz =Rp=41
+ 3 42 R, =12

Lo ¥iEdl (@) x®+12x% + 41x +30=0

+ 3

1]+12
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CoOMPROBACION

En el ejercicio anterior obtuvimos las raices
de la ecuacion @ , son 2, -2, =3.

Las raices de la ecuacion @ deben ser -1,
-5, 6.

Resuelvo la ecuacion @ y compruebo que
éstas son las raices.

1+12+41 + 30| -1
-1 =11 - 30
1 + 11 +30|0

R=0
Q(x)=x2+11x+30=0

x2+11x+30 = 0
(x+6)(x+5) = 0

X3 =~—5

Las raices de la ecuaciéon @ son -1, -6, -5
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Ejercicios

1.- Transformar la ecuacion @ 18x* - 27x3 +
52x2 + 40x - 8 = 0, en otra cada una de cuyas
raices sea igual a las de la ecuacion @ multipli-
cada por el menor mimero que haga que el coefi-
ciente principal de la nueva ecuacién sea la uni-
dad y que los coeficientes restantes sean enteros.

s, 27 5,52 , 40 8

X +—x"+ X
18 18 18 18

@ x4 — 9x3 + 104x2 + 480x — 576 = 0

La ecuacion @ es la ecuacién transformada
cuyo coeficiente principal es la unidad y los
demas coeficientes son enteros, y sus raices son
cada una seis veces la raiz correspondiente de la

ecuacion @ -

6 es el menor namero que
satisface la condicion pedida.
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Ejercicios

CoMPROBACION

Resuelvo la ecuacién

(1) 18x*-27x3 + 52x2 + 40x -8 =0
1.- Raices nulas no tiene.

2.- Naturaleza de las raices.

f (x) = 18x% — 27x3 + 52x2 + 40x — 8 : 3
variaciones.

f(—x) =18x% + 27x3 + 52x2 - 40x - 8 : 1

variacion.
Nulas - E Complejas
0 3 1 0
0 1 1 2

3.- Posibles raices racionales

p=x1,+2,+4,+8
q==+1, +2, +3, +6,+9,+18
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Ejercicios
COMPROBACION
p_tl #l # #
q *1 27 4 48
Pogt 43, o do. b, s &% #E
q 2’74 78 73776’ 4 3

18 — 27 +52 +40 - 8 |-2/3
_ 12 +26 -52 + 8|
18 -39 +78 —12 | o

R=0, -2/3 esraiz.

Q (x)=18x3 - 39x2 + 78x — 12 = 0.

Ecuaciéon Degradada.
18 -39 + 78 -12(1/6

+ 3 - 6 +12
18 - 36 + 72 0

R =0, 1/6 es raiz.

Q(x) = 18x2 — 36x + 72 = 0.

Ecuacion Degradada.
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#

Ejercicios

COMPROBACION

18x2 - 36x + 72 =0 (divide entre 18)
x" —2x+4=0
24,274 (1) (4)
X=
2
2 ++/-12
X=
2
24243 i
X =
2
2(1 £43 i)
T

x:1+\/§ i

Las raices de la ecuacién @ son:

2 1
= g,1+ 3 5, 1-43 i
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Ejercicios

COMPROBACION

Las raices de la ecuacién @ deben ser:

1
56 = sy il
2 6

(1443 i)=6+6+3 i;

(1-V3 i)6)=6-6+3 i

Resolver la ecuacion

@ x4 - 9x3 + 104x2 + 480x - 576 = 0

1 - 9 +104 +480 -574| 4
- 4 + 52 -624 + 574
1 - 13 + 156 - 144 0

R=0, —4 es raiz.

Q (x) = x3 — 13x2 + 156x — 144 = 0.

Ecuacién Degradada.
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Ejercicios

COMPROBACION

1 - 13 +156 -144| 1
+ 1 - 12 +144
1 - 12 + 144 0

R=0, 1 es raiz
Q (x) =x%—12x + 144 = 0. Ecuacién Degradada.

x’=12x+144 =0

12 + —

_ \j144 4(144)
2

12 +/144 —576

2

_ 12 £+/144 x3 i

2

gt +12+3 i
2

lz(li'\/E_. i)
- 2
x=6+6v3 i

X=

X

X




Teoria de Ecuaciones 455

Ejercicios

COMPROBACION R

Las raices de la ecuacion @ son:

4, 1, 6+6V3 i, 6-6\3 i,

Ejercicio # 5. Unidad No. 7

I.- Transformar las siguientes ecuaciones en otras
cada una de cuyas raices estén multiplicadas por
el nimero de la derecha y hacer la compro-
bacion.

1.- x2-5x2+4=0; m=2
2.. 36x%—-36x3—-6x2+4x-1=0; m=3
3.- x4-13x2-36=0; m=4

4.-x4-5x2+4=0; m=5
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[1.-  Transformar las siguientes ecuaciones en otras
cada una de cuyas raices esta disminuida en el
nimero de la derecha y hacer la comprobacién.

l.- x*=10x2+9=0; h=3

2.- x1-8x3+17x2+2x-24=0; h=4
3.- Ox*—-9x3-181x2+x+20=0; h=-3
4

- X2+ x4+ x3-9x2-10x=0; h=2

7.11.- Relaciones Entre las Raices de una
Ecuacion y los Coeficientes

l.- Si tenemos una ecuaciéon de 2do. grado y sus
raices son r; y Ty, la podemos escribir en

forma factorizada de la siguiente manera:

(x—1)) (x-19) =0

Efectuando:
X — Iy
X — Ty
x? — rx
- TX + rry
X2 — I'X = I9X + rrs

x> — (r] + ry) X+rry =0
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2.- Si la ecuacién es de 3er. grado y sus raices son
ry, Ty, r3 , la podemos escribir en forma facto-

rizada de la siguiente manera:

(x—1)) (x—ry) (x—r3) =0

Efectuando:

(Xz —TX—TI9X + r1r2) (x = r3) =0

x2 — IX — TI9X + TIjre
X — r3
X3 - I‘l}(2 -_ 1'2}{2 + IroX

. 1'3)(2 + Ir3X, Tol'3X —I o3

X3 Lol !‘1](2 — I'2X2 + rrox — I‘3X2 +I‘l]f'3)(+ roTrgX —I'|T'oT'3

x3 — r1x2 — rox? + rjrox — rzx2 + ryr3x + rorsX — ryrorz = 0
Agrupando términos semejantes:
3 2 2 2 i +TI'9r3X) — I]ToT-
x? — (r]X* + raX® + rgx©) + (rjreX + ryjrax + rora 1Tar'3
Sacando factor comun:

x3 — (r] + T2 + 1r3) X2 + (1 r9 + T1r3+19r3) X — ryrorz =0
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Se observa lo siguiente:

1°  El coeficiente principal es la unidad.

2°  El coeficiente de segundo (2do.) término
es igual a la suma de las raices con signos
contrarios.

3°  El coeficiente del tercer (3er.) término es
igual a la suma de los productos de las
raices tomadas de dos en dos, con igual

signo.

4°  El coeficiente del cuarto (4to.) término es
igual a la suma de los productos de las
raices tomadas de tres en tres con signo
contrario y asi sucesivamente.

5°  El dltimo término es igual al producto de
todas las raices con su misrno signo si la
ecuacion es de grado par, y con signos dis-
tintos si la ecuacion es de grado impar.

Estas observaciones son validas si el coeficiente
principal es igual a la unidad.
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Ejercicios

1.- Resolver la ecuacién 2x3 - x2 - 18x + 9 = 0, sabien-
do que una de las raices es el negativo de la otra.

Las raices las represento por:
Xy —XL ¥ X3
Dividiendo entre dos:

x3 -1/2x2 -9x +9/2 =0

Sumo las raices y las igualo al coeficiente del
2do. término con signo contrario.

xl—xl+x2 = 1/2

X9 =1/2
2 - 1 —-18 + 9| 12
+ 1 + 0 - 9
2 + 0 - 18 0

R=0, 1/2esraiz
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LA CATEDRA: ALGEBRA SUPERIOR

2.- Las raices de la ecnacion x3 — 3x2 + kx + 8 = 0 en

Ejercicios

Q(x)=2x2-18=0

2x’ =18
, 18
X =—
2

x>=9
xzi\@

X, =3
X, = -3

determinado orden estan en progresion aritmeética.
Hallar las raices y el valor de k.

Las raices las represento por:

x-d, x, x+d

x—d+x+x+d

3x=3

3
X=—
1

X =
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Ejercicios

f (x) x3-3x2+kx+8=0

f(1) = 13-3(1)2+k(1)+38
f(l) = 1-3+k+8
f(1) = 6+k
6+k =0
k = -6

x3-3x2-6x+8=0

1 - 3 - 6 + 8|1
1 - 2 - 8
1 - 2 - 8 0

R =0, 1esraiz

Q(x)=x2-2x-8 = 0
(x—4)(x+2) = 0
X9 = 4

X3 =-2
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Ejercicios

3.- Formar la ecuacion usando las relaciones entre las
raices y los coeficientes.

1.- X = 2

2.- X2=—2

3--’ x3= 1
2-Z+1=1

X +Xg+%x3=1

(2) (2) +(2) (1) + (=2) (1) =
—4+2-2 =—-4
(2) (-2) (1) =-4

x3-x2—-4x+4 =0

Ejercicio # 6. Unidad No. 7

I.- Formar la ecuacién usando las relaciones entre
las raices y los coeficientes.

a.- X = _3$ X9 = 49 X3 = -1
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II.- Usando las relaciones entre las raices y los coe-
ficientes. Efectuar.

a.— Las raices de la ecuaciéon 2x3 — 7x2 +
7x — 2 = 0 en determinado orden estan
en progresiéon geométrica. Hallar las

raices.

b.- Las raices de la ecuacién en determi-
nado orden estan en progresion arit-
mética.. Hallar las raices.x3 — 15x2 +

66x — 80 = 0.

c.- Dos de las raices de x3 +3x2—-x-3=0

son opuestas. Resolver la ecuacion.

d.- Una de las raices de x3 —2x2 - 5x + 6 = 0

es el triple de otra. Hallar las raices.
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e.- Una de las raices de x3 — 3x% — 10x +
24 = 0 es 2 unidades mayor que otra.

Hallar las raices.

f.- Las raices de la ecuacion x3 — 3x2 + kx +
3 = 0 estan en determinado orden en
progresiéon aritmética. Hallar las rai-

ces y el valor de k.

g.- Las raices de la ecuacién 3x3 — 13x2 +
kx — 3 = 0 en determinado orden estan
en progresion geométrica. Hallar k y

las raices.

h.- Resolver la ecuacién x3 —2x2 —5x + 6 = 0,

si el cociente de dos de sus raices es 3.

i.- Resolver la ecuacion 4x* + 28x3 + 33x2 —
56x + 16 = 0 sabiendo que tiene dos

raices dobles.

J-- Resolver la ecuaciéon 9x* — 63x3 + 5x2 +
7x — 6 = 0 si una raiz es el niimero ne-

gativo de otra.
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7.12.- Logaritmos. “Repaso”.

El logaritmo de un némero positivo en una base

dada es igual al exponente al que hay que elevar la base
para obtener el niimero.

l.- log3g9=2 32=9
2.- log;o 1000 = 3 103 = 1000
o1
3.- logyp 0.01 = -2 10%=—=0
g10 102

Los nlimeros positivos son los que tienen logaritmos
reales.

Los logaritmos de los niimeros negativos no existen,
en el conjunto de los niimeros reales. Estos son
nimeros complejos.

El logaritmo de cero no esta definido.

Ejercicios

.- Hallar el valor de la letra que se especifica.

1.- logz; 81 = x
3X = 81
3* = 34

x =4
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Ejercicios
12
2.- log,.—=5
08« 39
.
X =-—
32
1
x=3—
32
1
X=—
2
3.- log,x=-3
473 =x
1 3
x=|-
4
1
X=—
64
IL.- Expresa en forma logaritmica
1.- 53 =125 5 logg125=3
2.-32=9 ;5 logy9=2
3.-ax=b ; log,b=x




Teoria de Ecuaciones 467

“
m

Ejercicios
¥ 1 ]
4. 4 2 = — - e
16 ’ l.og“ 16 i

5-R’=Q 3 logr Q=P

III.- Expresa en forma exponencial

1.-logyg64=3 ; 43=64

b i loghx=c : be=x

3
1 1
3.-1 -=3 —-| =
%€y 3 [2) 8

4.- log.d=e¢ ; ct=d

7.12.1.- Propiedades Fundamentales de los
Logaritmos

1° El logaritmo de un producto de dos o mas
niimeros positivos es igual a la suma de los logarit-
mos de los factores.

“EJEmPLO

1.- log,a.b=1log, a+log.b
2.- log, (4 x 5 x 12) = log, 4 + log, 5 + log, 12
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2° El logaritmo del cociente de dos nimeros posi-
tivos es igual al logaritmo del dividendo menos
el logaritmo del divisor.

1.- log, % =log _a—log b

2.- log, i—: =log, 54 —log 14

3.- log, 4%5%6 log 4 +log, 5+1log, 6
—log, 2 -log,3
4.- log, (x+Y)(x-Y) = Iogu(x+y)+log,(x—y)

—log, P- logs(m-!- n)
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3° El logaritmo de una potencia de un nimero pos-
itivo es igual al logaritmo de dicho niimero mul-
tiplicado por el exponente de la potencia.

EJEMPLOS :

1.- log, a™ =mlog , a

2.- log, 5%=-4 log , 5

4 95

3.- loga6 ~— =4log, 6 +5log,3 —7log,2—9log, 8

2. 8%

(x+y) (x-y)

3(m + n)4(m - n)

4.

- log, - =510gn(x+ y)

+6logu(x— y)
—log, 3 —4loga(m+ n)

-7 loga(m—n)
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4° El logaritmo de una raiz de un nimero positivo
es igual al logaritmo de la cantidad subradical

entre el indice de la raiz.

EJEMPLOS

1.- logb'{?g = log, a
m

2.- logk30 = loiBO

3(x+2) (x-3)°
4czy3 (x + y)?

3.- log

_log3+ 510g(x+ 2) + Glog(x-— 3)
9

[log4+2logc+310gy+ 7log(x+y):|
9

7.12.2.- Otras Propiedades de los Logaritmos

1°  En cualquier sistema el logaritmo de la base es
igual a 1.

EJEmPLO,
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2°  En cualquier sistema el logaritmo de la base eleva--
do a un exponente, es ignal al exponente.

logy, b® = n

3° En cualquier sistema la base elevado al loga-
ritmo en esa misma base de un nianiero, es
igual al namero.

EJEMPLO

p logy, m = n

7.12.3.-Sistemas de Logaritmos

Existen dos sistemas de logaritmos que se usan fre-
cuentemente llamados: Sistema de Logaritmo Base 10 y
Sistema de Logaritmo de Base e.

7.12.3.1.-  Sistema de Logaritmo Base 10

El sistema de logaritmo base 10 es llamado
Logaritmos Vulgares, Decimal, Comiin o de Briggs y
se usa para hacer los cilculos numéricos y se repre-
senta por log.
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7.12.3.2.-  Sistema de Logaritmo de Base e

El sistema de logaritmo de base e es llamado
Logaritmos Naturales o Neperianos y su mayor
uso esta en el analisis, calculo diferencial e inte-

gral, en matemética superior.

e=2.71828 ... y se representa por In

e= Lin{l +l] =2.71828 ...
X—}0oe X

Ejercicios

I.- Expresar las siguientes expresiones como un solo
logaritmo:

1.- log, m—log, n= IOgIE
n

3

2.- 3log,x—2log,y= logu-}-cE
y




Teoria de Ecuaciones 473

Ejercicios

EJEMPLOS

4loga(x+ y)+3loga(x— y)
7

3.-

2loga(m +n)+ 3loga(m - n)
7

(x+y)'(x=y)
(m + n)z(m — n)3

=log,

7.12.4.- Funcién Exponencial

Una funcién exponencial es aquella que tiene la
forma y = bX, donde b es una constante: b>0.

La curva cuya ecuacién es y = bX se llama curva
exponencial y tiene las propiedades siguientes:

1° La curva pasa por el punto (0, 1)
9° La curva esta sobre el eje de las x (y siempre es

positiva), y tiene al eje x como asintota (tan-
gente en el infinito).
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EJEMPLOS

>4@>

Gréficade®y=2" : b>1

\<|

s x [-3]=2]|-1f[o|1]2
y=2°=1
y |u8|val12] 1| 2| 4
y=21=2
y=22=4
y=23=8
y=21=1/2 X
y =2-2=1/4 e

y=23=-1/8 X

La grafica es
una curva con-
tinua. y




Teoria de Ecuaciones 475

1/2

1/4
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7.12.5.- Funcién Logaritmica: y = log,x ; b>0
Sus propiedades son las siguientes:

1° La curva pasa por el punto (1, 0)

9° La curva se encuentra a la derecha del eje
“y”  y tiene al eje “y” como asintota.

x' 0 0,1) X

Trazar]agréﬁcade@y= logox 3 b>1

Solucion:
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x 0 234'567

)| e ———

X

y

,, x| 8l4|2]1]|12|14|1/8
1
X= (EJ y -3|-2|-1|0 1 2 3
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7.12.6.- Ecuaciones Exponenciales

Una ecuacion es exponencial cuando la incognita
se encuentra como exponente.

EJEMPLOS

1.- 3x+1 =27

2.- e2x —ex=4

Para resolver una ecuacion exponencial se debe
despejar la expresion exponencial, luego aplicar loga-
ritmos a ambos miembros en una base que sea apropia-

da.

EJEMPLOS

1.- Resolver la siguiente ecuacién

eX—ex=1]

exX . eX=¢e2x ; eX 6 eX=¢go0=]
lxex=1

e2x _ ] = ex

e2x —ex—_1=0

Hago eX=y 3 e2x = y2




Teoria de Ecuaciones 4,79

1+,/1° -4(1)(-1) _ 1:1+4 1445

) 21)  2q)

Comoe*=y

x=1i\/§

2

e

Como la funcién exponencial siempre es positiva

._1+5

2

e

Aplico Ig en base e

1+«f§)

2

1++5)

—

x=In

In e"=In(
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3x 2; X
2.- Resolver la ecuacion X —3e** +4e¥-4=0

Hago e* =y
(’2)( - yIZ
e:h: = y3

Sustituyo

y3—3y2+4y—4=0

Resuelvo en y:

a.- Raices nulas no tiene

b.- Naturaleza de las raices

f (y) =y3 - 3y2 +4y — 4 : 3 variaciones
f (-y) = —y3 — 3y2 — 4y — 4 : 0 variaciones

Nulas - - Complejas
0 3 0 0
0 1 0 2
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c.- Posibles raices racionales:

p=z1, 2, +4
p/q =<1, £2, +4

y= ;
_1+41-8
y 2
1447
===
147
Y=
1447 i _l—wﬁi
fy=—— § BTy
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EJEmPLOS

Sustituyo:

eX=2

Aplico In

IneX=1In2

x=In2

Ejercicios

EiEmMPLOS -

I.- Resolver

1.- 2x43 = 16
2x+3 ;=94
X + 3 = 4
x=4-3

x=1
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Ejercicios
RETEAPIOS e R S S Y
2. 4x"+x =16
4x> +x =42
x2 + X =2
x2+x-2 =0
x+2)(x=1) =0
x) =-2
x3 =1

3.- 5x+1_32x

Aplico logaritmo

log 5+ 1) = log 3%
(x+1)10g5 =2x10g3
(x +5) log5 = 2x log 3

xlog5+51og5 =2xlog3
xlog 5-2xlog3 = -5log5
x (log 5 —2 log 3) = — 5 log 5

= -5log5
log5 —21log3
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7.12.7.- Ecuacion Logariimica

Una ecuacion logaritmica es aquella que contiene
una o mas funciones logaritmicas de una o mas incogni-
tas.

Resolver

1.- log x —log (x—2) =log 2

2

lpg —=— = lpg =
ﬁgx—Q ﬂgl

X __o

x—2

X = 2(x-2)

X = 2x—-4
x—2x = -4

x =4

Compruebo en la ecuacién original

log4 -log (4-2) = log 2
log4d -log2 = log2

Resp. x = 4
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NOTA:

Se deben comprobar las soluciones que se obten-
gan ya que no se consideran los valores de las
variables que corresponden al logaritmo de un
numero negativo.

2.- log(x—2)+log(x+1)+1 =log40
log (x —2) + log (x + 1) + log 10 = log 40
log (x-2) (x+1)10 =log40
(x=2) (x+1)}0 =46
x2-x=2 =4
x2-x-2-4 =0
(x-3) (x+2) =0
x =3
x =-2

Comprobacion
Para x =3
log (3-2)+log(3+1)+1 = log40
logl+log4d+1 = log40
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_

ara x = -2

log(-=2-2)+log(-2+1)+1
log —4 + log -1 +1

LA CATEDRA: ALGEBRA SUPERIOR

log 40
log 40

Resp. x = 3
Ejercicio # 7. Unidad No. 7
I.-  Expresar en forma logaritmica.
a.- 23=8
3
b.- (i] I
4 64

c.- x3=16
d.- 53 1

125
€.- 4_3 = i_

64
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h.- ab=¢
i- x'= L
x)’
j- pm=nm
II.- Expresar en forma exponencial.
a.- lgg216=3
1
b.- lg,—=5
232
c.- lg,b=c
d.- Iggx=m
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III.-

LA CATEDRA: ALGEBRA SUPERIOR

f.- o, —=3
8157
g.- lg,n=P
4
h.- lg,—=2
59
i.- lgy 64 =6
j- lg.b=d

Hallar el valor de la letra especificada.

a.- lgy 32 =x
b.- 1g, 64=6
c.- lgsx=-2
d.- logzx=3
e 15 Los

16
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IV.-  Aplica log:

4r?
3

a.- lg=

V.- [Expresar las siguientes expresiones como un
solo logaritmo.

5 lg vy

a.- 3 lg x-

b.- 2log(x+y)—-4lg(x-y)

31lg c+t2 lg b—41lg a-31g d
6

C.-
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41g2 3 1g4
5 2

d.-

VI.- Resuelve las siguientes ecuaciones para x.

a.- 5% +2x=125

b.- 7x+3 =2401

c.- 83x-2-256

d.- logy (x+1)=3-1gy (x-1)
e.- logz(x+4)+logg (x-2)=3
f.- log(x2-1)-log(x-1)=2
g- 2logs (x+5)=2

h.- 2logg (x-1)=2
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VII.- Resolver:

a.- e3x_Tex+6=0

b.- e2x—2e2x_1=0

c.- ex_3e2x4+4=0

d.- e —13€ —Tex+36=0

e.- ex 4+ 9e3x 4 27e2x + 3]ex + 12 =0

VIIL.- Hacer la grafica de:

a (Z\x
- Y: —
\3 )
(2 \F
N
\2
1Y
c- y=|=
\Z )
d.- y=3*
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IX.- Hacer la grifica

a.- y=Ilgsx
b- y=lg, x
3
c.- y=log,x
3
d.- y=lIg,x
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Ejercicios de Repaso

UNIDAD No. 7

I.- Hallar el residuo utilizando el teorema del resi-
duo. al dividir el polinomio entre el binomio.

1.- f(x)=2x3—6x2+4x — 1 entre x — 2

2.- f(x)=4x%-3x2-6entre2x +1

[I.- Determine si el binomio de la izquierda es factor
del polinomio de la derecha.

1.- 2x—1;f(x)=2x%—Tx3-17x2 + 58x - 24

2.- 3x+1;f(x)=4x3-5x2+x-3
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[II.- Determina si -4 y 2 son raices de la
ecuaciéon x4 + 4x3 - Tx2 - 22x + 24 = 0 y si
son raices hallar las restantes.

IV.- Determine si x + 2 y 2x -3 son factores
del polinomio 12x% + 4x3 - 16x2 - 26x + 24 = 0
y si lo son, hallar las restantes.

V.- Hallar los valores de a y b que hagan que
2x +1 y 3x - 1 sean factores del polinomio
12x4 + ax3 + bx2 + x + 2 = 0.

Vl.- Dada la ecuacién, hallar raices nulas, naturaleza
de las raices, posibles raices racionales.
Resolver la ecuacion.

1.- 8x% —16x3+12x2-4x+1=0

2.- x6-10x5+40x%-80x3+80x2+32%+1=0

VII.- Hacer la grifica de:

2 X
) =i
¥ (3)
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4.- y=27%

VIIL- Usando las relaciones entre los coeficientes y las

IX.-

X.-

raices. Formar la ecuacion.
1« I=% § 3= ‘\E

2.- 0,-2 yla raiz doble -1

Resolver:

e3x + 2e2x — 5e*—6=0

Resolver:

lg(x+1)-—lg(x—-1)=lg(x+l)-—lg2
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G e 8

Fracciones Parciales

8.1.-  Fraccion Racional Algebraica

Si se divide un polinomio entre otro se obtiene una

fraccion racional algebraica.
Estos polinomios deben ser con coeficientes reales.
Una fraccion es propia si el grado del numerador es
menor que el grado del denominador.

4x
2x* +6x—3

Una fraccién es impropia si el grado del numerador es
mayor que el grado del denominador.

EsmpPlo.
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Toda fraceion impropia se puede convertir en la
suma de un polinomio mis una fraccion propia, divi-
diendo el numerador entre el denominador.

Hax* +6x+5 f xP +4x? +6x+ 5 lx2+x—3
x'+x-3 —x3 — x2 +3x x+3
3x2 +9x+ 5
-3x2 - 3x+ 9
6x +14
3 2
O

En cursos anteriores habiamos estudiado céomo
obtener la suma de dos o mas fracciones algebraicas,
por ejemplo:

1 .3 _x"2+3(x+3)_x—2+3x+-9

x+3 x-2 (x+3)(x—2) —(x+3)(x—-2)

4x+7
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En esta unidad se va a estudiar el problema inverso,
es decir, descomponer una fraccién racional dada en la
suma de fracciones propias, llamadas fracciones par-
ciales.

Por ejemplo en la igualdad anterior.

1, 3 4x4T

x+3 x-2 (x+3)(x—2)

Las dos fracciones del primer miembro son las frac-
ciones parciales correspondientes a la fraccion del
segundo miembro.

Las fracciones parciales son de gran utilidad en el
calculo integral y en matematica superior.

8.2.- Teorema Fundamental en la Descomposi-
cién de una Fraccién Propia en Suma de
Fracciones Parciales

Cualquier fraccién propia reducida a su minima
expresion puede expresarse como una suma de frac-
ciones parciales de los siguientes tipos:

1° A cada factor lineal ax + b, que aparezca
una sola vez como factor del denominador,
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corresponde una fraccién parcial de la forma

A en donde A es una constante distinta de
ax+b cerg,

3x+3 A B

(x+2)(2x-1) x+2 Tox-1

Ejercicios

.- Descomponer en sus fracciones parciales simples.
(Factores lineales no repetidos en el denominador).

1.- ox+2 __A . B
(x+2)(3x—2) x+2 3x-2

MCM = (x+2)(3x-2)

Sx+2= A(Bx-2)+B (x+2)

5x +2= 3Ax-2A +Bx +2
Agrupo

5x + 2= (3Ax + Bx) + (-2A + 2B)
5x +2= (3A + B) x + (-2A + 2B)
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Ejercicios

@ 338+B=5 2 ()3A+ 2-
(@)-24+2B=2 (3) 3A =5-2
6A +2B =10 3A =3
—6A +6B = 6 A =575

8B =16 8-
B -16/8
-

B (x+52))‘(-;)2c—2) g

Tx

2.- ———=_ TFactorizo el denominador
2x* -5x-3

Tx = A + B
(2x+l)(x—3) 2x+1 x-3

MCM = (2x+1)(x-3)
Tx = A(x-3)+B (2x+ 1)
7x = Ax-3A +2Bx+ D
7x = (Ax + 2Bx) + (-3A + B)
7x = (A +2B)x + (-3A + B)
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Ejercicios
O A+2B=7 (3) (1) A+ 2B=7
(@) -3A+B=0 (1) A+2(3)=7
3A +6B = 21 Aok & =§
=7-6
~3A+B=0 A
A=1
7B = 21
B =21/7
B=3
Resp. .7x =1 + 3
2x*-5x-3 2x+1 x-3

Ejercicio #1. Unidad No. 8

Descomponer en sus fracciones parciales simples.

5x-9

_ 16x*-15x-33
(x+ 1)(x+2)(x-—5)

1.-
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3 10?—1
4x" —1
A.- 1x°=15x+2
6x -5x>-2x+1
5. —3x —x+6
x> +4x* +3x
6 7x* +3x-10
= 3 .2 9
x'—x —2x
7. 2x> +6x—17
12x*-16x* -5x+3
3. 6x° —11x" +2x+12
x: —x* —4x+4
9. 9%’ —-5x—10
(x—l)(x2—4)
S x4+ x-4
10'_3{ X +X

x> —3x+2
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2° A cada factor lineal ax + b que aparezca k ve-
ces como factor del denominador, corresponde
la suma de k fracciones parciales de la forma:

Ay + A, Ay +...+ A,

+ ————
ax+b (ax+ b)2 (ax-i- b)3 (ax+ b)k

Ay, Ay, As, ... , Ay son constantesy Ay #0

Ejercicios
1. 2x°+6x-4 _A B C

_— +_

(x+2) X X2 (x42)
MCM = x (x + 2)2
2x2+6x—4 =A (x +2)2 + Bx (x + 2) + Cx
2x2 +6x—4 = A (x2 + 4x + 4) + Bx2 + 2Bx + Cx
2x2 +6x—4 = Ax? + 4Ax + 4A + Bx2 + 2Bx + Cx
2x2 +6x—4 = (Ax? + Bx2) + (4Ax + 2Bx + Cx) + 4A
2x2+6x—4 =(A+B) x2 + (4A + 2B + C) x + (4A)




Fraeciones Parciales 507

Ejercicios

@ A+ B = 2

@ 4A +2B + C

Il
=)

A = —4/4 ~1 % B=2
A=—1 B=2+1
B-3

(@) 4A+ 2B+C=6
4(-1)+2(3)+ C=6
4+ 6+C=6
2+C=6

C=6-2
C=4

2x+6x—4 _ 4 5 3 1

Resp. == 2 B
x(x+2) (x+2) x+2 x
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Ejercicios

2
5x+4x+2_A+B+ C

2.- = .
(x—4)(x+3)2 x—4 x+3 (x+3)2

MCM= (x-4)(x+3)

522 +4x+2 = A (x+3)2+ B (x-4) (x+3)+ C (x-4)

5% +4x+2 =A(x+6x+9)+B (x¥*-x-12)+Cx-4C

5x% +4x+2 = Ax? + 6Ax + 9A + Bx? - Bx- 12B + Cx - 4C

5x2 +4x 2 = (Ax®+Bx?) + (6Ax—Bx + Cx) + (9A - 12 B -4C)

5%* +4x+2 =(A+B)x*+(6A-B+C)x +(9A-12B-4C)

@ A+ B+ =5

@ 6A- B+ C=4
@ OA —12B - 4C=2

(2) 6A- B+ €=4 (4) (1) A+B-=5

(3) 9A-12B- 4C=2 (1) 2+B=5
24A - 4B + 4C=16 B-5-2
9A -12B - 4C=2 B=3

33A —16B =18 (1)
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Ejercicios

TR NRTE SR S T
33A —16B =18 (1)

1) A+ B -5 (16)(2) 6A-B+C=4
33A -16B =18 6(2)-3+C=4
16A +16B =80 12- 3+C=4
49A =98 9+C=4

A = 98/49 C=4-9
A=2 C=-5
Resyp. 5x2+4x+22= 2 .3 _5 :
(x—4)(x+3)" x—4 x*+3 (x+3)

Ejercicio # 2. Unidad No. 8

Descomponer en sus fracciones parciales simples.

3x*+2x-3

3
X

1.-



9 2x-1
(x-i-l)
g 4x’—6x+5

(1)

4'_ Xz"'l
x*—6x*+12x-8

x* +14x* +36 x + 57
xz(x+3)2

2x° +2x* +5x
x* +2x* -3x" —4x+4

7. x+x* —x* +6x+3
x* +2x° + %

3x° -1-1.014:2 -5x
(:v:—l)z(x+l)2

9.- x* +5x+3
x* +2x% +x

x* -3x

10.-— -
X —-8x"+20x-16
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3° A cada factor cuadritico ax? + bx + ¢ (no fac-
torizable en el conjunto de los reales) que
aparezca una sola vez como factor del denomi
nador (no repetido), corresponde una fraccién
parcial de la forma:

Ax+B
ax’ +bx+c¢

En donde A y B son constantes no simultaneamente
nulas.

Ejercicio
X +2x+3 _ x +2x+3

x* + x> +2x° x2(x2 +x+2)

_A,B, CxtD
X x° x +x+2

MCM = x (x2 +x + 2)*
X +2x +3=Ax(x2+x+2)+B(x2+x+2)+(Cx+D)(x}
% +2x +3 =Ax3+Ax? + 2Ax + Bx? + Bx + 2B + Cx® + Dx?




512 LA CATEDRA: ALGEBRAY SUPERIOR

Ejercicio

+ C

1) A

©
=g
+
™

W2 +2x +3=(A+C)x*+(A+B+D)x>+(2A+B)x +2B

2 +2x + 3 = (Ax®+ Cx%) + (Ax? + Bx? + Dx?) + (2Ax + Bx) + 2B

=0

jw)
Il
[

Il
W]

o~}
I

3/2

@ 2A+B=2

2A+3 =2
5

1) A+C=0

1/4 + C=0
C=-1/4

@ A+B+D=1

l+§+D=1
4 2
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Ejercicio

2 )

1.1 .
A==x= __3

272 D=-%
A=

4

; 1 2 1.8
Resp. X t2x+3 _4 .2 4" 4
Xt (x2+x+2)

xg(xz + x+2)

1 S x+3

Ejercicio # 3. Unidad No. 8

Desconponer en sus fracciones parciales:

3x" +2x+3

R ey
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3
5 5%°—8xt1l

x' —x*-30
3. -3x’ +x* +18
x* +9x°
A.- 2x* +5x

(x2 +4)(x2 - 1)

5 2x* —5x" +8x+7

(x— 1)2(x2 +5)

6.- 12x° +4x° +11x—1
6x* +11x"+3

7. 2x° —3x* —-x* —x* —4x+4

Vet 4 Ox ]

3. 3x* +x*—x* —6x

5 4. 3 2
X —x —-x" —-x"+x+1

9_._ 53(2—8
x(x2 +2x—4)
10.- 2 +x+3

X +5x° +6
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h‘
m

4° A cada factor cuadratico ax2 + bx + ¢ (no
factorizable en el conjunto de los ntimeros
reales) que aparezca k veces como factor del
denominador, corresponde la suma de k
fracciones parciales de la forma:

A, +B, 4 A,x+B,

2 2
ax’ +bx+c (ax2 +bx+ c)

A;x+B, e A x+B

(ax2 + bx + 0)3 (ax2 +bx+ c)k

AB,. A;, By, . Aj, B;, ... , A, B, son cons-

tantes;y A, y By no simultineamente nulas.

_

x+3 @
xz(x?' -*-3x+5)2

* |

%, |

Cx+D % Ex+F
(x2+3x+5) (;;(2+31|:+5)2
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et K =
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Ejercicios

Descomponer en sus gracciones parciales simples.

x' —x*+8x"—6x+17 _ A & Bx+ C

1.- > 2
(x—l)(x2+2)” x—1 x"+2

. Dx+ E
(x2 +2)2

MCM = (x 1) (x2 + 2)2

x?—x3+8x2-6x+7=A(x2+2)2+(Bx+C)
(x = 1) (x2 +2) +
Dx+E)(x-1)

xt-x3+8x2—-6x+7= A (x*+ 4x2 + 4) +
(Bx + C) (x? — x2 +
2x - 2) + Dx? — Dx +
Ex-3

xt—x3+8x2-6x+7=Ax? + 4Ax2 + 4A +
Bx% — Bx3 + 2Bx? -
2Bx + Cx3 — Cx2? +
2Cx - 2C + Dx2 -
Dx+ Ex-E
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Ejercicios
LiEswrios 05 it ster o sios Sl
xt—x3+8x2-6x+ 7= (Ax*+Bx?)+ (-Bx3 +

Cx3) + (4Ax2 + 2Bx2 -
Cx? + Dx2) + (-2Bx +
2Cx — Dx + Ex) +
(4A—-2C —E)

xt-x3+8x2-6x+7=(A+B)x*+(-B+C)
x3+(4A+2B—C.+
D) x2 + (-2Bx + 2C -
D+E)x + (4A -

2C-E)
@ A+ B =1
@ -X+£ - -1
®4A+?/B—*fa(+xﬁ =8

@ _2A§+2C’—15+/E’

Il
|
=)

i
o
S~
A=}
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518
Ejercicio
() A+B=1 (3) 4A+ 2B- C+D-8
1+B=1 4(1)+2 (0)-(-1)+D =-1
B=1-1 4+ 1+D=8
B-0 D=8-5
D=3
@ -B+c=-1 (5) 4A- 20- E=7
C=-1 41)-2(-1)- E=1
4 + 2- E=7
- E=7-6
- E=1
E=-21
Resp X' -x'+8x"—6x+7 _ 1 1
(x—l)(x2+2)2 x—1 x*+2
+3x-—12
(x2+2)
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Ejercicio #4. Unidad No. 8

Descomponer en sus fracciones parciales.

1.- 2x* +6x" +x—1
(x—l)(}r’.z+l)2

9 _ 3x' +12x° —4x+4
(x+2)(x2+2)2

3. xt =2 +11x* +25
2
xz(x2+5)

4. < +4x> +4

}(3(xz+2)2
5. X +2x* +3x
xt +2x° +3x% +2x+1
6. X +x*—3x*-3x-2
* 2
(x2+1)
7. x* —2x* +4x—-9
x* +6x° +9
g . 2x+7

(x3 - 1)(;:“ +x+ 1)
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SR T R R R N e N e R Y e L e ket ]

3x>-3x*-22x*-23x* -16x+25
(x--.?)z(:ic2 +x+1)2

Q.-

10.- 2x° +9x° +3x> +5x+4
x"+2x* +1
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Ejercicios de Repaso

UNIDAD No. 6

Descomponer en sus fracciones parciales.

1. x> +5x° +x
x*+x"+1
9. x> +4x* +2x-3
; xX+x—2
3 5%x° +x—1
xt —x2+2x-1
a L +2x* +2x°* +10x* —6x-3

x* —2x’+1

Bl 9x* —3x* —8x-1
xX-1

x* —5x* +7x° -3x*

6.-
& =23 +x°




522 LA CATEDRA: ALGEBRA SUPERIOR

7 —x* -28x* -4
x'+16
g . 2x’ +3x" —8x—17

x* —5x%" +4



el iy

Ejercicios Unidad No. 1




e il

Ejercicios Unidad No. 1

Ejercicio # 1

I.-
1.- Comprension
2.- Comprensiéon
3.- Extensién
4.- Comprension
5.- Comprension
II.-

1.- {1,4,8)

525



526 LA CATEDRA: ALGEBRA SUPERIOR
B e
2.- {2,3,5,6}
3.- {7}
4.- {7}
5.- {1,2,4,5,8} =A
6.- {1,2,3,4,5,.6,7, 8}
7.- {1,2,4,5,8,9}
8.- {1,2,4,5]}
9.- {1,2,3,4,5,6, 8}
10.-{1,4,7,8, 9}‘

I1I.-

ANB
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A

=

&l\\

BUC




IOR
PER
sSup

A
ALGEBR

Az

IR

]

TE

CA

A

L

8

52

7,
7

)
nc
U®

A
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8.- A

Z X
B

(ANB) U ANC

\m'

10.- A

/ A
B

(A-C)N B




530 LA CATEDRA: ALGEBRA SUPERIOR
= e e = - — = W= = = = —=——_———]
T T T N T (Y T e T T I e TS Ty e e e ey

IV.-
.- Idempotencia de la interseccién
2.- Conmutativa de la union
3.- Asociativa de la intersecciéon
4.- Distributiva de la interseccion con relacién
a la unién
5.- D'Morgan
6.- D' Morgan
7.- Distributiva de la unién con relacién a la
interseccion
8.- Idempotencia de la unién
V.-
1.- A
- PN Q
3.- BUC

4.- C-D



Respuestas Ejercicios Unidad No. 1 5371
e e e A e —————————— |

VI.-
a- 22={{}.{a}.(b}. (e} .{d} . fab}.
{a,c} , {a.d} , {b,c}, {b.d}, {c.d}
p¢¢hpuuu4mmm.wgdh
{a,b.c.d} }

b.- 2P = { {},{x}.{y}. {2}, {xy}> {x,z} ,

{v.2) . (x.y.2) }

VII.-

i.— AUA=A ;: BUB=B ; CUC=C

2. ANB=BNA ; ANC=CNA;
BNC=CNB

5. AUBNC)=(AUB)NAUC)
4.- AUB)UC=AUBUC)

5.- (AUB)=A'NB'



532 LA CATEDRA: ALGEBRA SUPERIOR
j—————— = == - s Fs.— s~ = - == - = — ]
e T T T e e L TS T ]

VIIL-
1- A
2. A
3- @
4- P
5.- X
6.- P'NQ'
7- MUN'
8- QUB
9- @
10.-U
11.-U

12.-U
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l- < I——» ;i (=,-6]
2 {x/x>3) ; (3,0)
3 0 4
3.- «+—F— 1 ; {(x-3<x<4)})
4 {x/x<-2} : (=0, -2)
gy
5.- +—p— }——>; [-3,6]
_ 5 0
6.- < ) } » ; {xx<-5}
10
1.- < = —> ; [-1,>)
8.- {x/—2<x<4.~} 3 (2,4)
2 0

10.- {x/x < 4) i (==0,4]



534 LA CATEDRA: ALGEBRA SUPERIOR
i —— - — - - - __ - _ — =]
T s e e e e e e s ST S For S o Ty e B BT ST

X.-
1.- [-3,4]
2.- (7,10)
3.- (4,7]
4.- [-3,10)
XI.-
I~ {142}
2.- {}
3.- {6}
4.- {-2}
5= 13,8
6.- {0}
7.- {-2,0)
8.- {-9}

9.- {1,3,5,..]

10.-{-1, 5}
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XII.-

1.- {-6)

2.- {=6,0,6)

XIIL-
T= =2}
2.- {-2,1,3}
3. 12,18}
4.- {3}
5.- {-2}
6.- (-2, 1,8}
A
8.- {1}
9= {2}

10.- {1}

XIV.-

1.- [-245]



536 LA CATEDRA: ALGEBRA SUPERIOR
| e e ——— e e A e
e ] e e s - _}

2. (~o0 o)

3.- (5, )

4.- (—o0,-2)
XV.-

1.- A=ANB

2.- Ac(AUB)

3.- Ay B son disjuntos

4.- B
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Ejercicio # 2
L.-

a- (2x+2=0)A(x= 1)
b.- {}

II.-
a.- (3x2-27=0)v (x2-950)
b.- {-3,3}
I1I.-
a.- ~(x2-x-6=0)
b.- {x/xe R,x#4}
V.-
a.- (x2=16)—> (x=—4)
b.- {x/xe R,x#4}
V.-

a.- (x2+4x+3=0)<—>(x2+2x—3=0)

b.- {x/xe R,x#-1,1}



538 LA CATEDRA: ALGEBRA SUPERIOR

VI.-
1.- {-1})
2.- {}
3.- 10, 6]
4.- [0,5]
5.- {4}
VIL-
i~ 4853 4
2.- (o0, )
3.- [-3,8]
4.- {-2,2]
5.- {-2,-1,0,2)
VIIL.-

1.- {x/xe R,x#0,1}

2.- {x/xe R,x#-5,2}
3.- {x’xe R,x#-3,0}
4.- {x/xe R,x#—4,5)
5.- {x/xe R,x#-1}
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IX.-

1.- {x/xe R,x=#2)

2.- {x/xe R,x#0,2)

3.- {x’xe R,x#2}

4- {xixe R,x#-4,4)

5.- {x/xe R, x#-3}

X.-

1.- {x/xe R,x#-6,0)

2.- {xxeR,x#-7,-1,4)}

3.- {x/xe R,x#2,3)

4.- {x/x€ R, x#4)

5.- {x/x€ R,x#4,5)

XI.-

I3
P|qf-p]|-~q|~pr-q|-[~pAr~q]|[pv~q]|~[~pr~q]-[pv~q]
VIV|F|F| F F s v
vlF|F|V]| F F v v
FIVI[V|F]| F F v F
FIF[V]|Vv] V v F \




LA CATEDRA: ALGEBRA SUPERIOR

540

| -
< Sy
! 1
> <
m. & = =] ] &) | > mu.
.Iml_ | I
| 5 .
— o
- l
T >
AR AR T T T
: T
l l
T M. -
2| = = B B e B e =
r~. {
Bl =] =] > =] 5| =] >
Tl =] =] > | =] =| >]| &>
SRR RN -
sl meh g il B ] Bl S
ol sl sl m] m ) ] s E
al>l>|l > o] B B B K
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Respuestas Ejercicios Unidad Ne. 1

F

F

F

F

F

F

\'

\'

p = [{~pA~q} Vv {~qVv-~r}]

P |~q|~r| ~pA~q | ~qV~r | [~pA~q]V{~qV~r}

FIF|F

r

FIV|IV]|V]|F

q

VIV]V

VIVIF|F|F|V

VIF|V|F|V|F

VIF|IF|F|V]|V

FIV|V[V|F|F

FIV|IF|V|F|V

F

FIF|IF|V]|V]|V




542 LA CATEDRA: ALGEBRA SUPERIOR
== = — = — o = e = = = — — — =
e e e T et e S e S LT

l.-
plalr[-p]-r| pad | [-p=00] | (pAg)Ol-p—(n)]
VIVIVI|FI|F \' Vv Vv
VIVIF|F|lV \' Vv Vv
VIFIVIF|F I \% F
VIFIF|F]YV I Vv I«
FIVIV|IV]I [ I A"
FIVIF|V]|V I V I
FIF|V|V]|F F E \"
FIF|IF|V]|V F V I

5.
Plafr|-p|~q|~r|~qv~r|{pA(~qv~1)}|[~pA(~q)]
VIVIVIF|F|F| F i F
VIVIF|F|F|V]| vV K
VIF[V|F|V|F] Vv \' F
VIF{FIF[V|V] Vv % I
FIVIV|V|F|F| F F K
FIVIF[V|F|V] vV I 3
FIF|[v]|vV Fl| Vv I %
FIF[F|V vl v I V
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XII.-

XIIIL.-

o

543

{pA(~qv~r)} © [~pA(~q)]

[dempotencia

.- Distributiva

Idempotencia
Ley de D'Morgan
Ley de D'Morgan

Verdadero

Falso



544 LA CATEDRA: ALGEBRA SUPERIOR
i e I R e
3.- Falso
4.- Falso
5.- Verdadero
6.- Falso
7.- Verdadero

8.- Falso
XIV.-
L
P|a|peq | p2q | g=p | (p—=p)alg—p)]
Viv] Vv \' \% %
V|F| F F \' F
F|V]| F \ F F
F|F| Vv \' \ \%

[(peq)]o[(p29)A(q—Pp)]
\%

\%
\%
\4
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2.-

Pl4afr| paq | pvigar) | pvq | pvr | (pvq)A(qvr)
viviv| v \4 V|V Vv
VIVIF| F \ V|V v
VIF|V]| F \ vV |V v
VIF|F| F \4 V|V \4
F|V|V| V \4 vV |V V
F|V|F| F F V | F F
F|F|V| F F F |V F -
F|F|E| F F F | F F

[pVv(gar)] € [(pvq) A (pvr)]

<12 === ]<




546

LA CATEDRA: ALGEBRA SUPERIOR

p|lalr| p2a | [Fp=9] | [pe(=q)]
V|V |F vV F F
V|F |V F \' v
FlV]|F ' F \'
F|F |V \' \' F

[~(p—q)] © [pe(~q)]

\'




Respuestas Ejercicios Unidad No. I
e e
b e s e e P ML A £ LS i STt

547

pla|r|-p|~a|-|~p)|[~=pACD)]| [qv(-1)]
VIV|V|IF|F|F| V F \Y
VIVIF|F|F|V] Vv F \%
vlr|v|F|v|F| v \ F
VIF|F|F|V|V] V A \
F|V|V|V|F|F| F F A
FIV|IF|V|F|V| F F \4
FIF|V|[V|V|F| F F F
FIF|F|V|V]|V]| F Vv \4
~[~(=p)A(=q)] |~[~(~p)A(~q)]=>[qV(~r)]
' F
\% F
F \
F \
\ F
\ F
' F
\ F




XV.-

Respuestas Ejercicios Unidad No. 1

“
M

549

1.
V|-V
V|F
2.~
P |~p|~p
F|V
F F
8
p| V |paAV
V| v
F|lVv]| F
4.-
p | qa|pval~(pva)| ~p | ~q [ ~pA~q
VIV |V F F | F F
VIF v F F v F
F|V]| V F Vo )-FE F
F|F| F \ Vi v v




ALGEBRA SUPERIOR

LA CATEDRA:

e

(pAq)Vv(pVvr)

i

p

PVP

r [pvq|pA(qVvr) | pAq | pAr

P4

VIVIV] V

VIV|F| V

VIF|V]| V

VIF|F| F

FIVIV] V

FIVIF| V

FIF|V| V

FIF|F| F
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Respuestas Ejercicios Unidad No. 1

TRpYEg

~q

~P

~(pArq)

PAGQ | AP

S |

q

q

10.-

pAF
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Ejercicios de Repaso
Unipap No. 1
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aenlisr iy

Ejercicios de Repaso
Unipap No. 1

a.- Falso: Cuando se detallan sus elementos.

b.- Falso: A-B={x/xe A y x¢ B}

c.- Falso: ANB={x/xe A y xe B}

d.- Verdadero: B — C. Todo elemento de
B es elemento de C.

e.- Falso: {} =90

f.- Verdadero: El complemento del com-
plemento de un conjunto es igual al
mismo conjunto.

g.- Verdadero: La interseccion son los

elementos de A que estan en B.

h.- Falso: no necesariamente esto sucede

si A=B.



556 LA CATEDRA: ALGEBRA SUPERIOR
em————— s e v ———— ————— = — - = — . — =
e e e T s e e e e S M e k]
i.- Verdadero: Los elementos del conjun-

to son del mismo conjunto.

j.- Falso: Significa el conjunto potencia

de A.
IL.-
Variado.
III.-
l- A={a,e,i,o,u}
2.- B={}
_{1+\/§ 1—\5}
3.- C= ]
2 2
4- D={2,4,6,8,...}
o= Bl 3 ,5,7 5.}
IV.-

Son verdaderas 3,4 , 5, 8, 9.



V.-

VI.-

10.-

Respuestas Ejercicios Repaso Unidad Ne. 1

Falso
Falso
Verdadero
Falso
Falso
Falso
Verdadero
Verdadero
Verdadero
Verdadero

ool < <R
o< || |< =

CREE R BN P

557



LA CATEDRA:

(S
[

ALGEBRA SUPERIOR

po| g | pva

L A

VI|F | vV

Flv | v

F | F F

P |~p

VI|F

F |V

P | 4a|p—ogq

VIiv| v
F | F

Flv ] v

FlF | v
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P |l g |peg

VI]v \Y

V| F F

F |V F

F | F \4
VIL.-

o
Pla|r|~r]|pVvqg|pa~r|[(pvq) A (pA~r)
V|V]|V]|F \% F
V|IV|F|V] V v \%
V|IF|V]|F| V F F
V|IF|F |V \% \% %
F|V]|V]F \% F F
FIV]|F|V \% F F
FlF|V|F F F F
FIF|F|V F F F

9



LA CATEDRA: ALGEBRA SUPERIOR

™

560

tpr~q)(~pv~r)

~pA~q | ~pV~r

l"\

\
\

F
P\

F

F

A
A
A
A
F
F
Vv
Vv

F

~p |~q| ~r

VIF|V

r

VIF

FIVIV]|V|F

FIF|V]|V|V

Pld

VIV|IV|F

VIV|F|F|F|V

VIFIV|F|V]|F

VIF|F|F|V|V
FIVIV|IV|F|F

F

F

F

pla|r|-p|~q{~r|~p—~q| pO-r |(-pI~qA(-pE-T)

VIVIV|F|F|F

VIVIF|F|F|V

VIF|V|F|V]|F

VIF|F|F|V|V
FIVIV|V|F|F

FIVIF|V|F|V
FIF|V|V]|V|F
FIFIF|V]|V]|V




561

Respuestas Ejercicios Repaso Unidad No. 1

~(~p©~q)(gqA~r)

=
ARSI A NI RN
b
=== |> [ |= |=
{

1

2

Tl | == |=|=|> |»
=5

<2

Tl == |=|>|= [»
Tl =|=|>|>|=|=|> |»
Fl =|=|=|=]|= = |>» |»
=l == |= | |~
sl =& = |
al ||| | = I =




562 LA CATEDRA: ALGEBRA SUPERIOR
e e e A e e = _———=
e e e s TS R E TE

1D

p |l aq]| r | gor| p=2q| (g=r)(p—q)
L] Vv Vv Vv Vv V
¥ ¥ F F F
\% F Vv A% F F
Vv F F Vv Vv F
EY %1 N \% \ \4
F \Y% F F A% F
F F \Y% \% A% A%
F F F v \% Vv

VIIIL.-
1.- Ley D’Morgan: EIl complemento de la
conjuncion es igual a la disyuncién de los

complementos.

2.- Ley Distributiva de la Conjuncién con

relacion a la disyuncién.

3.- La disyuncionde p y q esigual ala
disyuncionde q y p.



XI.-

XIIL.-

XIII.-

Respuestas Ejercicios Repaso Unidad No. 1 563

Ley Distributiva de la Disyuneion con

relacién a la conjuncion.

El complemento de la disyuncién es igual

a la conjuncién de los complementos.

Escribir el conjunto de todos los subcon-

juntos posibles de un conjunto dado.

Un subconjunto.

AcB

Disjuntos.

El vacio.



564 LA CATEDRA: ALGEBRA SUPERIOR
(U e ———— = — ——= = = = — — |
e e e e e ey o o e e e e R L SRRV T

XIV.-
— Vacio.
XV.-
— AcB 6 BcA
XVIL.-
.-V
2.- F
3.-V
4.- F
5.- F



oS il

Eiercicios Unidad No. @
]
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aenior Vil

Ejercicios Unidad No. 2

Ejercicio No. 1

-
-3 -2-101 2 3
1.- [x/x22) *—————¢

3 2101 2 3

2.-0 6 {} = >
0! Ly 28 3144

3.- {x/x<4} <= ——
0 1

4.- {x/x=1/3} <+ = -




568

1A CATEDIRR V: ALGEBRA SUPERIOR

I1.-
1.- 8
2.~ 10
3. d
4.- 11
5.- 4
6.- 4
7.- 6
8.- 2
9.- 11
10.-13

ML.-
1.- 6 6 6
2.- -2 6 2
3.- 868
4.- -6 6 4
5.- 16 -7
6.- 4 6 -2
7.- 7 6 -3
8.- 56 1
9.- 6 6 -6

10.-3 6 -11/3



Respuestas Ejercicios Unidad No.2 5

IV.-

.- La distancia de x al origen es menor o
igual que 6. =

2.- La distancia de x al origen es mayor
que 4.

3.- La distancia de x al punto -3 es
menor que 5. x =3 &=

4.- La distancia de x al punto 3 es mayor
que 7.

5.- Dos veces la distancia de x al punto
—1 es menor que 3.

6.- Dos veces la distancia de x al punto
—1 es mayor o igual a 6.

7.- Dos veces la distancia de x al origen
es igual a 5.

8- Dos veces la distancia de x al punto
-2 es igual a 10.

9.- Tres veces la distancia de X al punto
—1 ¢s menor que 6.

10.-Dos veces la distancia de  x al punto

—1 es mayor que 8.

69



570 LA CATEDRA: ALGEBRA SUPERIOR
|l e R = = D= SSA R == == X - —— = = =]
R e TRty S e g TR LA A o — e e - ]
V.-

1.- /x/ > 6

2.- Ix+3/ < 4
3.- Ix=5/>1
4.- 3x+6/ > 9
5.- Ix+4/ = 0

VI.-
-5 01
l.- {x/-5<x<1} = = ) >
2 0 4
2.- {x/-2<x<4} +—= ) —

-9 01

3.~ {X/—9>X>1}d' —}..::;.::{— =
-5 0 3

4.- {X/—S)X)S}"_ —}::"::'{ —

-10 .5 0 5 1013

5.- {-52x213) < — —
. P :

6. {X/-5 <X S5} ¢,
-6 0 6

7.- {x/-—62x26} P . -



Respuestas Ejercicios Unidad No.2 571

3 ¢ 7

8.- (X/-3<x<7) ¢—fmi a4—»
2101 2

9.- {x/-9/4>x 2 7/4} e—+—+—+—t+—>
9/4 5/4

-3-2-101234
10.- {x/=11/3 < x £ 13/3} ¢+ pmmm————i>
- -11/3 13/3

VIIL.-
1.- {x/0 < x < 3}
2.- {x/-1 < x < -3}
3.- {x/02x 21}
4.- {x/-1 >x > 1} °
5.- {x/-2 =2 x 2 3}
6.- {x/0 < x < 3/2}

7.- {x/ -2 £ x £ 2}
8.- {x/-1 <x=s 1}
9.- {x/-6 < x < -1}

10.-{x/ 0 < x < 4}



wl

1A CATEDRA: ALGEBRA SUPERIOR

VIII.-
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574 LA CATEDRA: ALGEBRA SUPERIOR
#
“

a2 A
. 1y
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576 LA CATEDRA: ALGEBRA SUPERIOR

2" ‘}'
3
W .
R
™ 1
~
< bt >
X 3 2 -l 1 2 3 5
.]“-F\
~
~
M
Yl
A J
3.- A,
3 o
7
¥
1//
e T & E R
|
7’
V4
yI
v
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i.e.;.'é.'.?,\"
3\\
w
W




578 LA CATEDRA: ALGEBRA SUPERIOR

8.- A4,
" ;
N 2
N
Nt
<% —t —p
x 3 .2 1_101}\1\2 3 o
N
N
™
'r
() - ‘)‘
3
L o
3
‘x' 32 -1 1 2 3 o}
v
10.- A,
3
2
b 52 a4 123 %
.
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X.-
1.-
<
X
2 &
e \
e = : >
% T3 Wl as x
r-1
-2
< b "o
C.S.
i



580 LA CATEDRA: ALGEBRA SUPERIOR

e A *y
g
% > B>
e ]
<G ” + B
x' 2] -1 1. 2 3 X
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-—wwa-m‘-ﬂ’

B bt
43— 12345 x

cln.}.d.aéa.—-




582 LA CATEDRA: ALGEBRA SUPERIOR
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HB R I

ST
n




584 LA CATEDRA: ALGEBRA SUPERIOR

XI.-

=V




Respuestas Ejereicios Unidad Ne.2 585

4.-
Y #10
9




586 LA
CATEDRA: ALGEBRA SUPERIOR

y A

o
[
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1l_6




LA CATEDRA: ALGEBRA SUPERIOR

588

10.

Vo
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XIIL.-

%5

3 4 5 x

%

/
%L%bﬁ,w 0




LA CATEDRA: ALGEBRA SUPERIOR

590
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enlion Vs

Ejercicios Unidad No. 3
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aenisr il

Ejercicios Unidad No. 3
Ejercicio No. 1

L- R{(3,6),(3.9), (4,4), (5.5}

2.- AxB={(3,6), (3.8, (3,5) » (3,9) , (4,6) ,
(4,4) , (4,5) + (5,6) , (5,4) , (5:5) , (5,9) }

e

A
¥ b5




596 LA CATEDRA: ALGEBRA SUPERIOR
[——— e e————— = = ——]
—_————————————ne e ——-—asasr s e ora ey

l.- B

(}] ]

L]

=¥

6.- 6y9 eslaimagen de 3.
4 es la imagen de 4.

5 es la imagen de 5.

7.- (6,4,5,9)
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8.- R(3)=6y9
R (4) =4
R (5)=5

9.- Rl= { (633) ’ (9':3) ’ (4e4) 2 (505) }

IL.-
1.- { (aa), (ab) , (a,c) , (a,d) , (a.e), (b,a) ,
(b,b) , (bsc) , (bsd) , (b.e) , (c:a) » (¢,b)
(es€) » (5€) » (da) , (db) , (dse) , (d,d) ,
(dse) » (e:3) , (e,b) , (esc) - (e:d) , (es€) }

2.- R={(ab), (ba), (b,d), (db), (d.d),
(e,a) , (e,c) }




598 LA CATEDRA: ALGEBRA SUPERIOR
=== = — =~ =2 — == — = = = __ = = > = =]
4.- la imagen de:
aesbh
besayd
desbyd

eesayc

5.- Rc(AxA)

6.- R(a)=b
R(b)=ayd
R(d)=byd
R(e)=aye

7.- Dr= [a., b,d, e}
Di = {8, b, c, d}

8.- R-1 = {(b,a), (a,b) , (d,b) , (b,d)
(d,d), (ase) , (c.e) }
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9- A
Lty
d T%
e 101
a T -
a b ¢ d e

10.-R-1(a)=bye
R-1(b)=a,d
R-1l(c)=e
R-1(d)=byd
R-l1(e)=0

IIIL.-



600 LA CATEDRA: A\LGEBRA SUPERIOR
e e e e S i —ui }
————— i e B T PRty —RE E A A iy e ph.s Yo T oo ]

P < |

8.- x <0

.- x<0)

10.-x £=]

IV.-

|- :—-3x+2 =L
X y+3

2‘_ Y—I+2X
2x
-2

3.- K=Y;1 y=4x+2

o 7-2vy 27
S X = - vV =
y ' X+ 2
6- z=23FT O S=dx
4 [ 3
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V.-
1.- D ={x/x € R}
Di = {y/ly € R}
2.- D ={x/x#-2}
Di = {y/y # 0}
3.- D ={x/x # 0}
Di = {y/y # 0}
4.- D = {x/-2<x<2}
Di={y/-2<y<2}
5.- D = {x/x # 0}
Di = {yly # -1}
VI.-




602 LA CATEDRA: ALGEBRA SUPERIOR

2

2.-

T T
S W = O g

X ] X
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4.-
y
4
o0
|
|
o—@ =
‘;' -2 A 10 x
T N, 9_1
y|
 J

VIL.-

A xB={((a,x), (a;y) » (a,2) , (b,x),
(b,y) » (b,z) , (¢,x) , (c,y) » (c,2) }

A

B
/
y
X
—P>
ab c A



601

LA CATEDRA: ALGEBRA SUPERIOR

VIII.-

____,,,-p(l m.p)

/ ' ~—q(1.m,q)

\ _——pllm,p)
\q(laneq)
..--"""p(z’m'ﬂp)

q(zequ)

,..---p(-? 1,P)
——q(2,n,q)

.—-—""—p(g"mﬂp)

/ qu(:iemsq)
., —P(3:0.,p)

\“"--q(:} n,q)

3

I

76
2.- L (5% +3n-2)

3.- b (6a + 3b - 2)
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606 LA CATEDRA: ALGEBRA SUPERIOR

y
4
13
2
x' 01
RIS IR
12
13
14
1
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e e e e e s ey
XL-
1.- D ={x/xe R}
Di ={yly =5}

2.-D ={x/x=-3}
Di = {y/y € R}



608 LA CATEDRA: ALGEBRA SUPERIOR
e ————— e =]
— == e—na s e S R S Ly e T Y

Ejercicio No. 2

.-
l.- Es funcion, porque al trazar Ls al eje
de las x, éstas cortan a la grafica en un

solo punto cada una.

2.- No es funcion, porque al trazar ls al
eje de las x, éstas cortan a la grafica en

mas de un soélo punto cada una.
3.- No es funcién.
4.- Es funcion.
5.- No es funcién.
6.- Es funcion.
7.- No es funcién.
8.- Es funcidn.
9.- Es funcion.

10.-Es funcion.
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1I.-
l.- No es biyectiva. =
2.- Biyectiva
3.- No es biyectiva.
4.- No es biyectiva.
III.-
B
g -
o2
n-
m-
X Yy Z W A

Variado




610 LA CATEDRA: ALGEBRA SUPERIOR
m—————— e =~ = = - = ==
e e e e R S N ]

IV.-
1.- Variable
2.- Variable
3.- Variable
4.- Variable
5.- Variable
V.-
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2.- y
xX=
- B
x' 0 X
yl
3.- Ay ’ A
4" 4
P>
; 0 X
yl




012 LA CATEDRA: \iGEBRA SUPERIOR

A
<V

y
\
5.
‘Y
F
<
x' 0 T
yl
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VI.-

VIL.-

i e W N

x=6 ; y=2
x=2 ; y=4



614 LA CATEDRA: ALGEBRA SUPERIOR
P ————— e = =~ -~ ———e—w]
P e ————— e N L P e Rt o a T i = M = ey D

4.- x=2 ; y=2
5.- x=2 ;y=3
6-x=2 ; y=5
VIIL.-
.- Variado
2.- A P B
1 i |
: \\ {/ >
e
4 B4
s ) e
IX.-

1.- Biyectiva

X

2.- a.- y=3x__2
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X.-
1.- Que los primeros componentes de la
funcién no deben repetirse.
2.- a.- Variado
b.- Variado
c.- Variado
d.- Variado
e.- Variado
XI.-

1.- AxB={(a,1),(a,2), (a,3), (a,4) ,
(1) » (b,2) , (b:3) , (bi)
(e,1) 5 (e52) » (c,3) 5 (c;4) »
(d.1), (d,2), (d,3) , (d,4) }




616 LA CATEDRA: ALGEBRA SUPERIOR

B
a4 4
3
9
ll @

> heTd R

4.- Si, porque las primeras componente de

los pares ordenados son diferentes.

5.- A
a
b

e
»p-ww.—nw

6.- fc (A xB)
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7.~ Df = {a, byicsd]
DI = {1 4}

8.-f1=90

9.- La imagen de:
aesl
b es 4
cesl

des4
10.-f (a) =1

f(b)=4

f(e)=1

f(d) =4
11.-9

12.-No tiene f-1: B = A

13.-No tiene
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Ejercicios Unidad No. &

Ejercicio No. 1

.- 120
- 120

- 362,880

56

95,04

n

- (n+3) (n+2) (n+1) (n) (n-1)

621



622

LA CATEDRA: ALGEBRA SUPERIOR

[sr=————=e - — == — === = =]
1

IL.-

% @+){a)fn-1)n-2)
9.- m+2)(n+1)(n)
1

1.- 720

2.- 720
3.- 840

4.- 40,320
5.- 1,814,400
6.- 42
7.- 9

8.- 7,920
9.- 60
10.-362,880
l-n=6
2.-n=5
3-n=6
4.- r=2
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IV.-
1.- 19,958,400
2.- 32,432,400
3.- 95,040
4.- 40,320
- V.-
1.- 24,360
2.- 2,436
3.- 2,106
4.- 21,924
5.- 17,550
VI.-
1.- a.-60
b.- 125
2.- a.-36
b.- 75
3.- a.-24

b.- 50



624 LA CATEDRA: ALGEBRA SUPERIOR
=———————————— = e == —=——]
[ ———— = e SR — At g i —mw o s e ]
4.- a.-12
b.-25

b.-5

6.- a.- 36
b.=175

7.- a.-12
b.- 25

VIL.-
64

VIII.-
a.- 362,880
b.- 17,280
c.- 14,400
d.- 5,760

a.- 40,320
b.- 4,320
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X.-

XIL.-

XII.-

XIIIL.-

XIV.-

13,824

a.- 4,320

b.- 362,880

5,040

a.- 1.-4
2.-8
3.- (2)x

b.- 1.-6
2.-216
3.-6m

41,472



626 LA CATEDRA: ALGEBRA SUPERIOR
o ————— e e e o o= e I = o)
e S S e i TN LM S DT L T — — b e i,

XV.-

3,225,600
XVI.-

a.- 95,040

b.- 2,160
XVII.-

a.- 1,260

b.- 12,600
XVIII.-

a.- 2,520

b.- 181,440
XIX..

325
XX.-

a.- 24

b.- 18
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Ejercicio No. 2

1.- 28
2.- 35
3.-1

4.- 8

5.~ 9

6.- 21
7.- 165
8.- 210
9.- 924
10.-15
1.- n=10
2.-n=11
3.- n=13
4.- =5
5.-r=5



028 LA CATEDRA: \rcEBRA SUPERIOR
= =~ i . = — = __= =
= -~ Y PRSP T E= i e |

I11.-

a.- 924

b.- 792
IV.-

56
V.-

3,528
VI.-

286
VII.-

1.- 455

2.~ 91
VIII.-

1.- 84

2.- 10
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3.- 30
4.- 84
5.- 80
6.- 10
7.- 74
IX.-
a.- 1,287
b.- 252
c.- 531
d.- 531
‘)J
X.-
25,200
XI.-
a.- 6,306,300
b.="3150
XIIL.-
a.- 560

b.- 69,300 \%



630 LA CATEDRA: ALGEBRA SUPERIOR
f———— ————— e e —— . — = —— < — = — = ———— 5]
S ————— L e e — = =i ]

XIII.-
a.- 6,306,300
b.- 3,783,780
XIV.-
1.- 495
2.- 117
XV.-
a.- 5,005
b.- 4,290

c.- 715
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Ejercicio No. 3

1.- 27x3 + 108x2y + 144xy2 + 64y3 -
2.- 625x4 — 500x3y + 150x2y2 — 20xy3 + y*

3.- x5 + 20x%y3 + 160x3y6 + 640x2y? +
1280xy!2 + 1024yl>

4.- 64x12 — 576x10y3 + 2160x3y6 — 4320x6y? +

4860x4y12 — H66x6y15 + 729718
2706

5.- 16x16 + 96x12y5 + 216x8y10 +216x%y15 +
81y20

2TV 5Bt~ 9 N EURON
6.- —xX +x°y+—xy +2xy ——

3 X +Xy 2 b y 97 y
7.- T16-x8+x°y +6x*y> +16x’y* +16y"*

S 1 3 2 14 5
8.- x2z-10x"y3 +40x%y? —80xy+80x2y® —32y°



632 LA CATEDRA: ALGEBRA SUPERIOR
e e . e e e e B . e = a2
e e e e e e )

i | ] | 1
9.- 16x* +32xy? +216x'y+216 x*y* +81y°

| q

y* +10935 xg)«

4
e

10.- 729 x* - 4374 x

1 4 2

~14580 x’y +10935 x*y* — 4374 x*

+729 y2

1.- 720x%y?
2.- 54x2y6

11,520

x2

4.- 240x6y8

5.- 1,451,520x8y12

6.- 85,257,536x15y10

7.- 489.888x5y* ; —326,592x1y5
8.- 0.0198x6y5 ; 0.029x5y6

9.- -2,187yl4

10.- x24

1l.-r =3 ; 160x6y?

12.-r =5 ; 14/27x12y5
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13.-r=6 ; 2,268x%°

14.-r

Il

4 ; 481.152x6y
15.-r =1 ; -576x19yl2

16.-r = 3 ; —2x2y9/27

Il[o"
1.- 243x10 + 405x8y + 270x6y2 + 90x%y3 +

15x2y4 + y®

2.- 4,096al8 — 12,288al5y2 + 15,360al2y* —
10,240a%6 + 3,840ay8 — 768a3y10 + 64y!2

3.- x4 — 8x3y + 24x2y2 — 32xy3 + 16y*

4.- 27x6 — 108x%y3 + 144x2y% — 64y°

x> 15 4y+£x3y2--13—5x2y3
32 32 16 16



634 LA CATEDRA: ALGEBRA SUPERIOR

e — e = — = = e - — oot
s s . i S e i W = — = b = o ]

V.

IV.
1.- 16 =16
2.- 120 = 120

1.- 256x* — 512x3y2 + 384x2y% — 128xy6 +
16y8

2.- 27x6 + 54x%y3 + 36x2y6 + 8y?

3.- 1,024x> + 3,840x%y* + 5,760x3y8 +
4,320x%y12 + 1,620xy16 + 243y20

4.- 64x12 - 192x10y2 + 240x8y4 — 160x6y6 +
60x1y8 — 12x2y10 4 y12



hvalos Uiy lias™

Ejercicios Unidad No. S
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Ejercicios Unidad No. S

Ejercicio No. 1

I.-

Si, porque d = 4

No

No

No

Si, porque d = 3x + 2
No

Si,d=2

Si,d=3

637



638 LA CATEDRA: ALGEBRA SUPERIOR
e e e e e e e o ST, S
== = e e e e e e e e L R e e

9.- No

10.- No
II.-

Variado
II.-

1.- 13

2.- =23

3.- 36

4.- 2

5.- =2
IV.-

a.- Eltérmino 11es9y S, = 44
Y.-

a.- als = 194
b.- S;s=1,282.5
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VI.-
a7=23
Sl5=390
VII.-
2
l- a,=—s —a,
n
2._ al—&_ﬂ ﬂ
n Qe 2
3.- n=22""14]
d
4.- d=22"2
n—1
VIII.-
1.- a1=4
2.- s,=63
IX.-

1.- 12,15,18,21,24
2.- 2,10, 18, 26



640 LA CATEDRA: ALGEBRA SUPERIOR

==t —e—— = = _E S m S SR TR S S ==

3.- 53/48, 37/24, 95/48, 29/12, 137/48.
79/24, 179/48

4.- 6/7, -16/7, -38/7, -60/7, -82/7, -104/7.
1,-2,-5,-8,-11, -14

9.- -3,-1,1,3,5

b.- n+n2

1.- 255
2.- =374

XIL-
1.- 8
2.- 2
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XII.-

1.- 33
2.- 83
3.- 2y 10
XIV.-
Sea:
a; +d; a; +2d; a; + 3d, donde al ler.
término y d la diferencia. 2do. término
ag=a; +d y 3er. término az = a; + 2d.
a, =a;+(n-1)d
XV.-

1.- 6,9,12
2.- 50,90,130



642 LA CATEDRA: ALGEBR\A SUPERIOR
————=—=—=—=—s—=c = —aassa e e - asar—aa_=—1 =]

Ejercicio No. 2

| [

1.- 1/8

2.~ 38
II.-

9 y 3
I11.-

3
V.-

1/15
V.-

x=3
VI.-

1.- 48/5

2.- -15
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—_—

VII.-

VIIL.-

38

IX.-
3
124

- 117, 112, 11T, 1/22

~1/8, =¥, 1, 13, 1/5, 1/7, 1/9, 1/11
1/7 1/10, 1/13, 1/16

- 1/3,1,-1

- —1/3,-1,113,1/5, 117

]



644 LA CATEDRA: ALGERRA SUPERIOR

Ee=——— e e e e ——— =]
e e e e e e T S S RN AR T VT LTI I a2 LWL SR

Ejercicio No. 3

I.-
Son geométricas 1, 2, 4.
II.-
1.- 1/32
2.- 6,144
3.- 13,122
4.- 128
III.-
1.- 508
2.- 6,560
IV.-
1.- 8
2.-6
3.-6
4.- 4
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6.- 10

7.- 10

8.- =10
V.-

3
VI.-

8
v-“.-

5y 20
VIIIL.-

4 ; -4/7
iX.-

.- pq

2.- xy
IX.-



616 LA CATEDRA: ViGEBRY ST PERIOR
f——— e et e e —— —— == — =L =

AlL-

\IIL-
1.- 1.1/2.1/4, 1/8
2.- 6,18, 54
3.- 1/3,2/3, 4/3, 8/3
4.- 1/6. 1/18. 1/54, 1/162

XIIIL.-

lro. =2

10mo. = 1/256

XIV.-
Iro. = 1/4
10mo. = 128
ajp =512
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Ejercicio No. 4

I.-
1.- 22l
2
2.- 90
4
g, =
9
4.- 48
5.- 31—
6.- 28—
7. 3
2
g_ 3
2
6s 3o
4



648 LA CATEDRA: ALGEBRA SUPERIOR

II.-
125

999

4 54,121
999,999

1025
999

IIL.-
L= x20 y x>2
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o JEA ) 1o M |
J- —Isxsl
4.- 2<x<4
b~ lexxd
IV.-
40 + 242
V.-

96



eklior Vit

Ejercicios Unidad No. ©




653

aetion Vs

Ejercicios Unidad No. 6

Ejercicio No. 1

L.-

1.- 1+1
2.- -11-35i
3.- 2

4.- 3-2i
5.- 24 + 8i
6.- -10 +1i
7.- 0

8.- 9-3i
9.- -1-2i

10.-2 + 2i



051

.-

IV.-

LA CATEDRA: V\IGEBRA SIPERIOR

4.- x=4/3 ;: y=-1/9

Do x=2 5 y=3

I.- 6-101
2.- 16 +2i
3.- -12+16i

9-9+1=10

1. 5-l4i
13
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9 _ T_i_l_l
5 5§ 5
3.- 1+3i
T
2
So- ——+—i
6.- 1
7.- E+-l—1— i
17 17
8- —+— i
o 4.8
5 5
10.- 1
1.-1

2.- -1



656 LA CATEDRA: ALGEBRA SUPERIOR
e e e e — B e e e = E = aa——

= = T g s ealn s S o Tl 3 2 R gt = - T ]

VI.-




Respuestas Ejercicios Unidad No.6 657

2.- A
b §

;"
<3 — B>
x' 0 I X

|

|

|

|

|

| I

yj
\ 4
3.- A
¥
2ifF
/
|

4 B>

;_ 0] 1 X
yI




638 LY CATEDRA: Vicrary St PERIOR

R O T 153

i---__
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=== —————————— ]

6.-
y

3
< , >
X | 0 X
P ¥
yl
\ 4
7.- A
y




660 LA CATEDREA: ALGEBRA SUPERIOR

== =v=1 TS LS L M SR el R TS Y




VIL.-

Respuestas Ejercicios Unidad No.6 661

10.-
b
o1 7
|
!
|
|
|
“ |
x' o 1
yl
v
1.- 6i

2.~ 43
3.- 21

4.- 31
5.- 5i
6.- 9i
7.- 10i
8.- 71
9.- 8i

10.- /5 i

=V



662 LA CATEDRA: ALGEBRA SUPERIOR

Ejercicio No. 2

1.- sen20 + cos20 =1

B

(Pitagoras)
dividir entre ¢2

sen2 0 + cos2 0 =1

2.- tag 6 . csc O = sec 6

s¢nf 1
. =sec 0
cos® s¢nd
: =sec 0
cos

secO =sech
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= ___ ____——__———— _—— =~ — = _——=____ - =]
e T e W . e e T e e ey A e ey
3.- ctg 0 . sec 6 =cscO

cqssﬁ_ 1

=cscH

sen0 ce¢sO
1 =csc O

sen 0

cscO=cscB

4.- sen2 0 =1 — cos2 0

senZ O + cos20 =1  despejando

sen2 0 =1 - cos2 0

5.- 1+ctg2 0 =csc2 0

sen’0+cos’0=1

sen’0 cosze_ 1

- 2
sen’0 sen’® sen’®

1+cotg’@=csc’0



661 LA CATEDRA: ArLGEBRA STUPERIOR
[E———————smeae == e = = = e —__— =]
| S —-— e ———— e e S W X T <R g s L

6.- ¢se B . cos B =ctg B

1

sen

~cosBO =ctgb

ctg g= ctg 0

L |

.- sec O . sen 6 = tag O

-sen 0 = tg0
cos
sen 0 = 10
cos B
tgh =tg0

8.- ¢csc B .cos 0 =ctgh

1=1
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9.- sec20 . cse20 =sec20 +ces2H

1 1
— = =+ 3
cos"0 send

sen’0 +cos” 0

~ -
cos>0-sen’0

1
cos>0-sen’0

11

cos’0 sen’0

2
=sec’0-csc’O

sen® cosO
+ —]

10.- 1
1
sen® cos0
sen0- send +cos0- c0s 0 =7

sen’0+cos’0=1

1=1



666 LA CATEDIRA: V\rGEBRY SUPERIOR

VI

”

1
&
o




Respuestas Ejercicios Unidad No.6 667

e e

3. ?
y
60"
>
1:‘ 0 X
y|
 J
& A
y
36° g
] 0 x
y,l




668 LA CATEDRA: ALGEBRA SUPERIOR

5.- A
y
185°
< ____,,,C \ >
x' 0 X

1.- En el tercer cuadrante.

2.- Parte positiva del eje y.

3.- Parte negativa del eje x.

4.- 4to. cuadrante.

5.- ler. cuadrante.



Respuestas Ejercicios Unidad No. 6 669

IV.-

<+ >
X X
yl
v
3
sen = — cot =——
5 3
4 5
CcOo8S = —— sec = ——
5 4
: 5
tan =—— C8C = —
3



6710 I.A CATEDIRY: ViGEERA STUPERIOR

XI
I
vy
3
sen =—— cot =—
5 4
3 5
Cos = —— s€¢ =——
l;
¢1. 5
tan = — CSC = ——
3 4

“v
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e = — = = = = ===

Lo TS R N ST R T TN

3.- *y

<t >
x!' X
YI
 J

3
sen = —

2

1
CO8 = ——



672 LA CATEDRA: ALGEBRA SUPERIOR

4.- A
y
20"
o>
- dRRE
x' Q 30° i X
2
}rl
4
sen 330"=——l
2
cos 330°=ﬁ
2
tan330°= —-ﬁ
3
cot330°=-—*/_1§.=_45
sec 330°=2—3J—E-

csc 330°= -2



Respuestas Ejercicios Unidad No.6 673

5.- A
y
0=225°
e N4 i .
x' 0 X
-1
&
yl
v
sen225°= -ﬂ cot225°=1
sec225°= —-'\/2_’
c0s225°= —ﬁ
z csc 225°= —‘\E
tan225°=1
V.-
1.- (x,0)

2.- (0 ? _Y)



674 LA CATEDRA: ALGEBRA SUPERIOR
[E——— . ——a e a = _—mea—m—— - _— == - = = ey

e RT3 s THENRY i L i Tl i BSs el iel : cahis SR b ind

Ejercicio No. 3

—_—
-l
o

(93 |
|

[ V]
1

6.- V2.

9= 2300

II.-
L Sieen
2.- 4700
.- Spe
4.- S9pr

5 - 727013



e ———————————————
TR N R R DD S T S AT AR oo Bl b =8 S ST i s s e

III.-

-1
.I

Respuestas Ejercicios Unidad No.6 675

4 180*

09

4370e

V2-+2i

3hp0i L3
“1-i
0+2i=2i
3+ i
—2+/3 - 2i
53

2

3_
2

+

Yo
2

o | 5



676 LA CATEDRA: ALGEERA SUPERIOR

9.- =2 +2i

10.-1-+3 i

IV.-
1.- 8 ( cos 90" + 1 sen 907)
2.- 20 ( cos 707 + 1 sen 70%)
3.- 18 ( cos 180" + i sen 1807)
4.- 24 ( cos 60° + i sen 60%)
5.- 40 ( cos 60° + i sen 60°)
V.-
1.- 2 ( cos 40° + i sen 407)
2.- 2 (cos 115% + 1 sen 115°)
3.- 2 (cos 30° +1 sen 30°)
4.- 2 ( cos 60° + i sen 60%)
5.- 4 ( cos 150° + i sen 150°)
VI.-

1.- 32 ( cos 50° + i sen 50°)
2.- 81 ( cos 160° + i sen 160°)
3.- 32 ( cos 300° + i sen 300%)



Respuestas Ejercicios Unidad No.¢ 677

VII.-

4.-

16 ( cos 180° + i sen 180%)
81 ( cos 80" + 1 sen 807)

[2 (cos 330° + i sen 330%)]* = 16 (cos
1320° + i sen 1320°) = 16 (cos 240° + i
sen 240°%)

[2 (cos 300° + i sen.300%)]3 = 8 (cos 900°
+ 1 sen 900°) = 8 (cos 180° + i sen 180%)

[2 (cos 225° + i sen 225%)]* = 8 (cos 1350°
+1 sen 1350°%) = 8 (cos 270° + i sen 270%)

5
[2 ‘\/é(cos 315°%+i sen 315 9)]
=128~/2(cos 1575 *+i sen 1575 °)

=128 ‘\E(coa 1352+i sen 135 9)

[‘\E(cos 45°+1i sen 459)]4

= 4(008 180 °+i sen 180 9)



678

LA CATEDRA: ALGEBRA SUPERIOR

R S i A AT PRl T S e TRy T (e (TR e L

VIIL.-

3.- x|=l 5 K2=i;_‘(3=—1 H X4=—i

4.- x; = -0.21 + 0.25i ; x,=-0.20 —
0.81i;x;=1.18-0.81i

5.- x;=1.35+0.37i ; x5=-0.80-1.35i

6.- x,=1+3i; x,=-2

x3=l—\/§i



Respuestas Ejercicios Unidad No.6 679

R R R S G T R A e

R N A I A A T RN A

8.- x;=-0.71 +1.071 ; x,=1.07+0.711
x3=-0.71-1.071 ; x4 =-1.07+-0.711

9.- x;=1.6+1.16i ; x;=-0.62 +1.91i;
X3='-—2 ; x4=—0.62+1.9i 3
x5 =1.62-1.081i



enlior iy

Ejercicios Unidad No. 7



jios Ui . 7

Ejercicio No. 1

= =1 =} D e
i Y % E Y

.- 438

683



684 LA CATEDRA: ALGEBRA SUPERIOR
E———— e e = ——— u]
L T T T T s R e T e T T s e S T Y

II.-
3.- Esfactor

I1I.-
1.- 2a"
2-0
3.- 0
4.- 0
5.- 2a"
6.- 2a"
7- 0
8.- 2a"

IV.-

1- x3-9x2+31x-96 ; R =287
2.- 2x3+5x2+15x+42 ; R =122
3.- 3x3-4x2-5x-2 ; R=0

4.- x3-2x2-15x + 36 ; R=0
5- 2x+1 ; R=3

6.- x*— 4x3+ 10x2 - 40x + 162 ; R=-651
7- x2+x+1 ; R=0

8.- x*-x34x2-x+1 s R=0



Respuestas Ejercicios Unidad No. 7 685

9.- x2-4x-11 ; R=-24
10.- 4x3 + 13x2 + 52x + 206 ; R = 827

V.-

1- K=19

2.- K=33

3.- k=8.3

4.- k=-22
VI.-

1- a=5

b=6

2- a=2 ; b=-9

VII.-

1.- Es raiz

2.- No es raiz
3.- No es raiz
4.- No es raiz

5.- No es raiz



686 LA CATEDRA: ALGEBRA SUPERIOR

VIIL.-
l1.- 3 y -2
2- 1y 4
3.-3y -2

4.- (x+3) y (x+1)

V1
|

(x-3) y (x+1)

6.- No son factores



Respuestas Ejercicios Unidad No.7 687

Ejercicio No. 2

I.-

l.- y=x*-5x2+4




688 LA CATEDRA: ALGEBRA SUPERIOR
e = - —— — — — — — — —=}

=

2.- y=x*-9x2+7x +4

A
y
=4 | 2 /3
4| - . ¥ i >
% | \/ X
| 1
1 IS B e
, p-z
|
of
N
|
ol 4
|
|
I' E
|
]— +-11




Respuestas Ejercicios Unidad No. 7 689

3.- y=3x3+5x2-4x-3

A
¥
43
(=
it
< i >
X' 120 1 | 0 x
-3




690 LA CATEDRA: ALGEBRA SUPERIOR

== —— — —————— — — — —— — ——— - — —————|
= s

=T E 2 EiTESRE

4.- y=x3-4x

a /




Respuestas Ejercicios Unidad No.7 69]




692 LA CATEDRA: ALGEBRA SUPERIOR




Respuestas Ejercicios Unidad No.7 693

III.-

4.-
5.-
6.-

3er. grado
f(x)=(x-2)(x+3)(x—4)
x-2)(x+3)(x—-4)=0

x3 - 3x% - 10x +24=0
Simple

En x=2

6to. grado

f(x) = (x+i)(x—i)(x+\/§)(x—‘\/§)

Multiplicidad simple.

—«[é,‘\&, -1, 2



LA CATEDRA: ALGEBRA SUPERIOR

IV.-

1.-

4to. grado

5to. grado
f(x)=x(x+2)(x=3)(x-1)(x+1)
x(x+2)(x=3) (x=1) (x+1)=0
X—x-Tx3+x?+6x=0

Simple

x | 41-3-2|-1|]0|1]2{3

y [518]481 0| O | O | 1|-12] O

Locortaen 0,-1,1,-2 y 3



Respuestas Ejercicios Unidad No.7 695

e e — S I ———— ]
- T — e g — = —
£ a2 e L N R e R R Ry eyt e BRSL  St A s S et S L s

VI.-
1.- 3er. grado
2.- x3=3 , Xp=-1, x3=2
3.- Simple
4.- La grafica corta alejexen 3, -1y 2

5.- x3—-4x2+x+6=0

VII.-

3.- x =2 multiplicidad doble
x = —3 multiplicidad simple
x = —1 multiplicidad triple

4.- En 2 es tangente y nolo corta, en -3 lo

corta y no es tangente, en —1 es tangente y

lo corta.
5.- £f(-2)=72 ; £(2) =-T74

6.- x0—4x5—8x4—12x3+11x2+28x+12=0



696 LA CATEDRA: ALGEBRA SUPERIOR
e —— e —— e — ———— ]
e —— e —— o = - .

VIII.-

1.- 3er. grado

2.- x=-3 , x=1,x=4

3.- x+3)(x-1)(x-4)=0
4.- f(x)=(x+3)(x-1)(x-4)
5.- Simple

6.- £(—4)=—40 , £(-3)=0 , £(-2)=18
f(4)=0,f(3)=-12,£(2)=-10,f(1)=0

7- x3-2x2-11x+12=0

1- x+2)3 (x-1)2 (x-2)=0
2.- 6to. grado

3.- 6 raices



Respuestas Ejercicios Unidad No.7 697

4.- 1) En -2 es tangente y lo corta
2) En 1 es tangente y no lo corta

3) En 2 lo corta y no es tangente

5.- x0+4x?+x3-10x2-4x+8=0

1--2,1,3,2
2.- 4to. grado
3.- x+2) (x-1) (x-3) (x-2)=0

4.- x4 -4x3-x2+16x-12=0



698 LA CATEDRA: ALGEBRA SUPERIOR
= — = = —— 2 ——— e == =]

S Y I T S P Y PN i D e P Y R RS e B e e ey e T

=

Ejercicio No. 3

a- 2-1,-5,1

b.- 2+2V2, 3, -1

II.-
1.- a.- 3er. grado
b- f(x)=(x-2) (x+3) (x-4)
c- (x-2) (x+3) (x-4)=0
d- x3-3x2-10x+24=0

e.-m=1

2.- a.- 6to. grado

bo- £(x) = (x+i)(x—i)(x + V2 )(x~-2)
(x + 1)(): +2)
C.- (x+i)(x-— i)(x+\/§)(x—\/§)
(x+1)(x+2)=0

d.- xﬁﬂxs—SX“+x3+4x2+2x+4=0



Respuestas Ejercicios Unidad No.7 699

3.- a.- 4to. grado

b.- x*—4x3 +5x2-2x -2

4.- a.- 5to. grado
b.-m=1
c.- Cortaalejexen-2,3,1,-1,0

d- x5—x4-_Tx3+x2+6x=0

I1I.-
1.- a.- 3er. grado
b.- x=3,x=-1,x=2
c-m=1

d- x3-4x2+x+6=0

2.- a.- 4to. grado
b.- x=12,x=-2/3 ,x=4,x=-1
c.- m=1

d.- 6x2—17x3-29x2+2x+8=0



700 LA CATEDRA: ALGEBRA SUPERIOR
[— e e ——— ———— —____ _——=——— = —]
T T L L e e e SR T T N e s WY S BTN

IV.-
l.- a.- (x+2) (x-1)2 (x-2)=0
b.- 6to. grado
c.- 6 raices
d.- La grafica corta al eje x en -2, es tan-
gente y lo corta en 1, es tangente y no
lo corta, en 2, lo corta y no es tangente.
V.-
a.- 5Sto. grado
b- x=2,m=2;x=-3;x=-1,m=3
c- x=2,m=2,x=-3,m=1,x=-1,m=3
d.- Corta al eje x en 2 es tangente y no lo
corta, en -3, lo corta y no es tangente, en
-1 es tangente y lo corta.
VIc"

1.- a.- 3er. grado
b.- x=-3,x=1,x=3



Respuestas Ejercicios Unidad No. 7 701
e = e e e e e ——————————
e e e e R L S S N
c- (x+3) (x=-1) (x-3)=0
d.-m=1

e- x3—-x2-9x+9=0

VIIL.-

a.- f(x)=x*-9x2+Tx+4

f0)=4
1 .+ 0 .= 9 + 7 24| 1
+ + 1 - 8 -1
I et BN 28— 183




702 LA CATEDRA: ALGEBRA SUPERIOR
[———— e e —— ——————  —— —  — —r——— ——— ——=——=m

e Rtk i T e ST WA Ly SRR e S T Y

1 + 0 - 9 + 7 + 4| -1




Unidad No.7 703

jercicios

Respuestas E

\




704 LA CATEDRA: ALGEBRA SUPERIOR

—_————— = —— — - ]
e e e e W e TR T SAGGETIIISL A I CT ! A TSR

b.- x3-5x2+8x-3

f(0)=-3

1 - 5 + 8 - 3|11
+ 1 - 4 + 8

1 - 4 + 8 + 5

1 - 5 + 8 - 3| 2
+ 2 - 6 + 4

1 - 3 + 2 + 1

1 - 5 + 8 - 3| 3
+ 3 - 6 + 6

1 - 2 + 2 + 3

1 - 5 + 8 - 3| 4
+ 4 - 4 + 16

1 - 1 + 4 + 13

1 - 5 + 8 - 3|5
+ 5 - 0 + 40

1 + 0 + 8 + 37




Respuestas Ejercicios Unidad No.7 705

1 - 5 + 8 - 3|-1
-1 + 6 - 14
1 - 6 + 14 - 17
A
TR




706 LA CATEDRA: A\LGEBR\ SUPERIOR

- X7 —4x2-3x+8

1 - 4 - 3 + 8|1
x 1 = B = B

] - 3 - 6 + 2

1] - 4 - + 8| 2
+ 2 - 4 - 14

1 - 2 - - 6

1 - 4 - 3 + 8| 3
+ 3 - 3 - 18

l1 - 1 - 6 - 10

1 - 4 = 3 + 8| 4
+ 4 + 0 - 12

1 + 0 - 3 + 4

1 - 4 - 3 4+ 8| 5
+ 5 + 5 + 10

1 + 1 + 2 4+ 18




Respuestas Ejercicios Unidad No. 7 707

T S PR T

b B

18
10

12

%




708 LA CATEDRA: ALGEBRA SUPERIOR
#
w

d.- x3-6x2+12x-8

f(0)=-8

1 - 6 + 12 - 8| 1
+ 1 - 5 + 1

1 - 5 + 7 -1

1 - 6 + 12 - 8| 2
+ 2 ~ 8 + 8

1 - 4 + 4 0

1 - 6 + 12 - 8| 3
+ 3 - 9 + 9

1 - 3 + 3 + 1

1 - + 12 - 8| 4
+ 4 - 8 + 16

] + 4 + 8

1 - 6 + 12 - 8| 5
+ 5 - 5 + 35

1 = 1 + 7 + 27




Respuestas Ejercicios Unidad No.7 709

1 - 6 + 12 - 38| -1
= ]| e ()
8 = i+ 195 — 27
A




710

LA CATEDRA: ALGEBRA SIPERIOR

*
xii — 4dx
f(0)=0
1 0 1
+ 1
1 + 1
1 + 0 2
+ 2
1 + 2
1 + 0 =X
- 1
1 - 1
1 + 0 -9
- 9 '
1 - 2




Respuestas Ejercicios Unidad No.7 7]]

R T T L T s S e e A T AT = f S x5

A

y

VY
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LA CATEDRA: ALGEBRA SUPERIOR

== == = VLSS T T e LA L T T ST

f.- x(x2-9x+4)

x3 — 4x? + 4x

f(0)=0

1 = 4 + 4 4+ 0
+ 1 - 3 + 1

1 - 3 + 1 + 1

1 - 4 + 4 + 0
+ - 4 + O.

1 - 2 + 0

1 - 4 + 4 + 0
+ 3 - - 3

1 - 1 + 1 - 3

1 = + 4 + 0
+ + 0 + 16

1 + + 4 + 16




Respuestas Ejercicios Unidad No.7 713

= = = = ——
Tee e BT SR R e e e R T T O T T S TR

I — 4 + &dari i0ie=1
N )
1 - 5 + 9 —-— 9
A
211
207
<3 —J>
x' X

+-30



714 LA CATEDRA: ALGEBRA SUPERIOR
[E—————— = —————— ——  ——__—— . _ ————= ]
T W . M B TE SO TS R BT

Ejercicio No. 4

lo'
a.- f(x)=2 variaciones

f (—x) = 2 variaciones

b.- f(x)=3 variaciones

f (—x) = 2 variaciones

c.- f(x)=2 variaciones

f (—x) = 2 variaciones

II.-

S o o o |2
S o N N
S N O N
S - e



Respuestas Ejercicios Unidad No.7 7]5

b.-
N + - C
0 3 0 0
0 1 0 2
o
N|+|-]¢]
0 1 2 0
0 1 0 2
d.-




716 LA CATEDRA: ALGEBRA SUPERIOR
| ———— e ——— e ——r— e e P — == . e~ == —=——m]
= e = S e e e s e p e e S S A R PREN e ST

f.-

©c o o o |2
S © N N
- QA = W
= N NS M,

I1I.-
a.- =1 ,+1/2 , +3 , +3/2

b.- ::2,3:3,14,::5,:!:15,:30,1:40,
+60 , +120

c.- 1

d.- =1, 2,3, 6 , +1/2 , +3/2 , £1/6 ,
+1/3 , 1/2

e.- 1,22, 14 18

f.- 21,12, 14, 18



Respuestas Ejercicios Unidad Ne.7 717

l- x;=-1,%=-4,x3=0,x%x,=0

2.- x1=—l,x2=—2,x3=—3,x4=—4

3.- x3=1,%x,=-1,x3=-6,x%x,=0

4.- x3=1,%x5=1,x3=-1,x4=2

5.- X;=0,%,=0,x3=1,x,=1/3 ,x5=-1/3
6.- x;=3,x3=-3,x3=1,x4=-1

1+417

8

7- x,=0; x,=2; x;=

8.- x;=-1,m=4

9.- x1=-1,x2=2,x3=0,x4=1+2i
xg=1-2i

10.—x1=0,x2=0,x3=3,x4=3,x5=1,



718 LA CATEDRA: ALGEBRA SUPERIOR

Ejercicio No. 5

I.-
1.- x4-20x2+64=0

2.- 36x*-108x3 - 54x2 + 108x — 81 = 0
3.- x*-208x2-9216=0

4.- x¥-125x2 +2500=0

Il.-
1.- x*+12x3 +44x2 +48x =0

2.- x*+83+17x2+10x=0
3.- 9x*—117x3 + 386x2 — 118x - 640 =0

4.- x4+ 11x% + 53x3 + 101x2 + 78x = 0



Respuestas Ejercicios Unidad No.7 719

Ejercicio No. 6

I.-
.= xo—13x=12=10
b.- x*—5x3+5x2+5x-6=0
c.- x—4x3+11x2-14x+10=0
d.- x4-10x3+33x2-40x+14=0
e.- x4—8x3+22x2-32x+21=0
IL.-

a.- x3=1,x=1/2,%x3=2
b.- x;=5,%x=2,%x3=8

C.- x1=.—3,x2=—1,x3=1
d.- xl=1,x2=3,x3=—2

e.- x1=4,x2=2,x3=—3



720 LA CATEDRA: ALGEBRA SUPERIOR
e
e ———
f.- x;=-1,x=1,x3=3 ; k=-1
g- k=13,x,=1/3 ,x,=1,x3=3
h- x;=3,x,=1,x;3=-2

- X =12,%,=1/2,x5=—4, x, =4

j-"‘ X1=1/3 ,X2=—'1/3 ,X3=—2 ,X4.= —3



Respuestas Ejercicios Unidad No.7 721

Ejercicio No. 7

a.- log,8=3
27

b.- logs 64 =3

c.- log, 16=4

o
el Eia
1
| P T
% 0g4[64]
1
fo-anlk — =3
Ogi(S)

g.- log, 8=-3
2

h.- log,c=b

i" logx[_]_;-)= —4
X

jo- IogPN =m



722 LA CATEDRA: ALGEBRA SUPERIOR
== = —= e = = T A== —a———ea
e e e . T N N S e = O Y

II.-

a.- 65=216
5
b.- [l]=L
2 32
c.- a=b
d.- bm=x
e.- 53=125
3
e [L]=L1
3 27
g' mP=n
2
b |[2] = ®
3 9
i- 260=64



Respuestas Ejercicios Unidad No. 7 723

“
I ey ey

III.-
a.- 5
b.- 2
c.- 1/25
d.- 27
o

IV.-
a.- logV=[log4+logm+3logr]-log3

b.- [3log(x+5)+2log(x~5)]-[4log(x+1)
+5log (x—1)]

Yo [log3 + 4log(a + b) + 510g(c + d)]
' 8
[log 5+7 Iog(a - b) +6 log(c = d)]
| 8

5 [logc+4log(c+d)+5108(°—d)]
G 10
[1og2+9log(x+ y)+8log(x - Y)]
10




724 LA CATEDRA: ALGEBRA SUPERIOR

¥ |
a.- log xj__
2
b log. +Y)“
x—y)
¢’b’
¢ log a‘d’
d.- logg
VI.-
a.- -3,1
b.- 1
c.- 14/9
d.- 3
e.- 5
f.- 9



e iy

Ejercicios Unidad No. 8




Ao iy

Ejercicios Unidad No. 8

Ejercicio No. 1

I.-

1.- - + x
x—3 x-1
2.~ g + 2 -+ L
x+1 x+2 x-5
3. 3 2
2x+1 2x-1
4. 2 3 .3 1
3x—-1 2x+1 x-1
R

x x+3 x+1

727



6.- —+

B 2 2 3
i 6 i -
3x-1 2x-3 2x+1
g g 4 1 7 D oms 3
x+2 x-2 x-1
9. 2 + 3 & 4
x—1 x+2 x-2
10, 54D p—2 B
x—1 x—2




Respuestas Ejercicios Unidad No.8 729

SR TR T E A

Ejercicio No. 2

6.-

T o T e T TR S D T S B S NS AN [

20 =3
<€ <
~ &3
x+1 ()|:+1)2
2 1

1+ 3 :
I
X (x+1)

2 1 3




730 LA CATEDRA: ALGEBRA SUPERIOR

o, 3__2 1
Cox x+l (x+l)
10.- : + 1




Respuestas Ejercicios Unidad No.8 73]

Ejercicio No. 3

-

e SR 2

x x +1

2x+1 3x-1
2.- = -

x—6 x"+5
3. 1_3x+1
3 x2 x*+9
4 L b'e

xX*+4 x+1
5 2 2+212c—3

(x-—l) x“+5

2x+2 3x-1

3.8 gl
2x°+3 3x"+1
= +2
7. px—gh=sizl . 2%
x*+x-1 x*—-x+1

1 3x—-1

o X b'¢

- =+
x—1 x> +x+1 xX-x-1



732 LA CATEDRA: ALGEBRA SUPERIOR




Respuestas Ejercicios Unidad No.8 733

Ejercicio No. 4

2 2x+3
+

1.- 2
x-1 (x2+1)

3 4

x +2 (x2+2)2

3 1 _2x—l
T x? x*+5
1 x—1
4.- —— : >
X (x +2)
5 x+1 x—1
' x> +x+1 (x2+x+1)2
: 4
6.- x°—2+ zx = & 2
x"+1 (x2+1)
x—2 x—3
S s ol
X (x +3)
1 X+2 3x—4
2= =




734 LA CATEDRA: ALGEBRA SUPERIOR

9 3 2 2
. = 2t
x-3 (x—3) x +x+1
X+ 2
(3¢2+Jc+l)2
10.- el : +



o tinid B0 v

Primer Parcial,
Segundo Parcial y
Examen Final
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oot v iy

[Ess_ oo Sl o e B Ll e S |
Primer Parcial

UNIVERSIDAD NACIONAL PEDRO HENRIQUEZ URENA
Facultad de Ciencias
DEPARTAMENTO DE MATEMATICA Y ESTADISTICA

PRIMER EXAMEN PARCIAL DE ALGEBRA SUPERIOR MAT-160

Nombre Matricula
Profesor
Fecha Sec.

L-
a.- Si px: x2 - 6x + 8 = 0 y gx: x2 - 16.
Formar la conjuncion y hallar el conjunto
de verdad.

b.- Resolver: x2-5x—-6<0.
II.-

a.- Hallar la grafica del conjunto solucién de:

' Y>x2+4x+3
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b.- Completa:

1.- (PUQ) =
2.~ (C*)=

3.- BUB
4.- A19

5- DUD’

II.-

a.- Resolver: Ix+6]2>8

b.- Hallar D y DI de -3xy + 2y = —6x + 4
IV.-

a.- Cuales de las siguientes graficas represen-
ta una funcién:

L fy




Ejemplos Exdmenes. Primer Parcial 739

o

b.- Hacer el analisis 16gico de:
(~pA~q) ©[~qV-r]

V.-
a.- Hallar la distancia sobre el eje real de:
1.- 6y5
2.- 0y-4

b.- Si A = {x/x 2-2} ; B=[-1, 8). Hallar:

1- AUB
2.- ANB
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UNIVERSIDAD NACIONAL PEDRO HENRIQUEZ URENA
Facultad de Ciencias
DEPARTAMENTO DE MATEMATICA Y ESTADISTICA

PRIMER EXAMEN PARCIAL DE ALGEBRA SUPERIOR MAT-160

Nombre Matricula L
Profesor
Fecha Sec.

L-
a.- Halla la distancia sobre el eje real de:

l1- 6y4
2.- 4y-5

b.- Resolver y hacer la grafica del conjunto
solucion de:

12x + 41 <8
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I1.-
a.- Resolver: x2-6x+5<0

b.- Enuncia la ley aplicada
l- pvgq=sqvp
2.- (pvyqg)=-pr~q

II.-

a.- Hacer la grafica del conjunto solucién de:

b.- Hallar Df y DI de:

_3x-1

4v =
d 2x+2

- SiA== ——-f —> =[_9 ‘e
a 1 8 = B[Z, ]
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b.- Hacer el analisis logico de:

(pv~q)©[~pVv(gar)]

a.- Cuales de los siguientes graficos represen-
ta una funcién, explique.

1.- A

y
< —
x' 0 X
yl
v
2.- A
y
& 0 —>
x' X
yl
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b.- Sea R una relacionen A={3,5,7,9};
definida por

R={(3,3),(5.5,6,7,(7.,7),(9,9)}

1.- Es reflexiva

2.- Es simétrica. Explique.
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UNIVERSIDAD NACIONAL PEDRO HENRIQUEZ URENA
Facultad de Ciencias
DEPARTAMENTO DE MATEMATICA Y ESTADISTICA

PRIMER EXAMEN PARCIAL DE ALGEBRA SUPERIOR MAT-160

Nombre Matricula
Profesor
Fecha Seec.

L-
a.- Completa:

1.- (A’ =
2.- PUG=
3.- Q’NQ-=
4.- CUC =
5.- DUD=
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—

b.- Si Px: x3—3x=l}:t]x: x? =25 =0. Formar

la disyuncion y hallar el conjunto solucion.

II.-
a.- Hallar Df y DI de -3x + 2xy = -6y + 3.
b.- Resolver y hacer la grafica del conjunto
solucion
13x =61 > 12
II.-
a.- Hacer el analisis légico de:
~[~CpAr~-q@]=>[qV(-r)]
b.- Si A={x/x<-2}; B={x/-6<x<8)}
Hallar:
1.- B-A
2.- A-B
IV.-
a.- Si (x,y+3)=(5,2). Hallar los valores
de x e y.
b.- Significado geométrico de 13x — 21 <8
Y.-

a.- Hacer la grifica del conjunto solucién de:

y<x2-4x -5

b.- Si P={x,vy,z). Hallar 2P.
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PRIMER EXAMEN PARCIAL DE ALGEBRA SUPERIOR MAT-160

747

Nombre Matricula
Profesor
Fecha Sec.

I.-
a.- Resolver: 12x-4]1 £8

b.- Enuncie la ley aplicada
1.- ANB=BNA
2.- (MUNy=M'NN’
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i.s

a.- Grafica del conjunto solucion de

3x -4y +5<0

b.- Hallar D y DI de: 4y - 3x =5xy -1

III.-
a.- Resolver: x2+4x-520

b.- Hacer el analisis légico de:

[p = ~q] & [qA-r]

IV.-

a.- Si px: x2

-x=0 ; gqx: x2-1=0, for-
mar la disyuncién y hallar el conjunto
de verdad.

b.- SiA= < . ;,, B = {x/x > -2}

l1- A-B
2.- ANB
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(= Si e SN e e ]
e e e e S B S SO oo
V.-

a.- Cuales de las siguientes graficas represen-
tan una funcién constante.

% P
x' 0 X
y1
\
5 A
. y
% - >
x' x
.yl
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Segundo Parcial

UNIVERSIDAD NACIONAL PEDRO HENRIQUEZ URENA
Facultad de Ciencias
DEPARTAMENTO DE MATEMATICA Y ESTADISTICA

SEGUNDO EXAMEN PARCIAL DE ALGEBRA SUPERIOR MAT-160

Nombre Matricula
Profesor
Fecha Sec.

1l.- Cuéntos mimeros de tres cifras se pueden

formar con los digites 3, 5, 6, 7, 8 que
sean menores que 700 sin repeticion.

2.- Calculal‘ n en C(n’ 3} = C(n’ 5)

3.- Calcular el 4to. término en el desarrollo
del’ binomio (2 - 3i)°

751
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4.- Interpolar tres medios geométricos entre
1/8 y 2.
5.- Determina la fracecién comin o quebrado

equivalente a 2.277....

6.- Aplicando el teorema de Moivre calcular

6
{_@_ﬁ iJ expresa el resultado en

2 2 forma rectangular.

7.- Hallar los valores de x e y que satis-
facen la siguiente igualdad

-3xy + 2yi = 9 - 8i.

8.- Efectua:

9.- La media aritmética de dos numeros es
41/2 y la media geométrica es 20. Ha-
llar los niimeros.

10.- Resuelve y expresa el resultado en forma
rectangular

3(003 75 °+isen 75 °)
2(008 15 °+isen 15 °)
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Segundo Parcial

UNIVERSIDAD NACIONAL PEDRO HENRIQUEZ URENA
Facultad de Ciencias
DEPARTAMENTO DE MATEMATICA Y ESTADISTICA

SEGUNDO EXAMEN PARCIAL DE ALGEBRA SUPERIOR MAT-160

Nombre Matricula
Profesor
Fecha Seé¢.

Tema I

a.- Efectna:

[4 (cos 60° + i sen 60°)]3

b.- Expresar en forma rectangular

2 (cos 300° + i sen 300°)
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Tema I

a.- Hallar el término que continta x!0 en el

desarrollo de (2x? + 3y%)5. Sin efectuar el
desarrollo.

b.- Hallar la suma de:
1, 1/3, 1/9.....

Tema Il

a.- Interpolar 6 medios aritméticos entre —4 y
10.

b.- En cuantas maneras se pueden sentar en
una fila 3 nifios y 2 nifnas, si las nifias
siempre deben estar juntas.

Tema IV

a.- Simplifica:

b.- La media aritmética de dos niimeros es 5 y

su media armoénica 24/5. Hallar los
numeros.
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[ e ______ ____ —— ____— __— — = — —=———u]
= e e e
Tema V
a.- Pruebe que:

1

C8C X

Sen x=

b.- Cuintas selecciones posibles tiene un
alumno para elegir 5 temas de un temario
de 8 temas.
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UNIVERSIDAD NACIONAL PEDRO HENRIQUEZ URENA
Facultad de Ciencias
DEPARTAMENTO DE MATEMATICA Y ESTADISTICA

SEGUNDO EXAMEN PARCIAL DE ALGEBRA SUPERIOR MAT-160

Nombre Matricula
Profesor
Fecha Sec.

Tema 1

a.- La media aritmética de dos nimeros es
13/2 y su media geométrica es 6. Hallar
los niimeros.

b.- De cuantas maneras se pueden sentar en
una fila 4 nifios y 3 nifias, si las nifias se

sientan juntas.
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Tema Il
a.- Demostrar que:

cos X

ctg x =
sen x

b.- Hallar solamente el 6to. término del
desarrollo de (2x3 — 3y2)10

Tema III

a.- Hallar

i [n+2)!
n!

- (n-—l)'
n!

b.- Tres niimeros estan en progresiéon arit-
mética y su suma es 18 y el producto del
ler. y el 3ero. es 20. Hallar los niimeros.

Tema IV

a.- Hallar los valores de x. si:

—6x + 2yi = -5 + 3i

b.- Hallar n, si 4C (n, 2) = 3C (n, 3)
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Tema V

a.- Interpolar 5 medios aritméticos entre —4 y
8.

b) Expresar en forma rectangular

2 (cos 210° + sen 210°)
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Facultad de Ciencias
DEPARTAMENTO DE MATEMATICA Y ESTADISTICA

SEGUNDO EXAMEN PARCIAL DE ALGEBRA SUPERIOR MAT-160

Nombre Matricula
Profesor
Fecha Sec.

Tema I

a.- Demostrar que:

1+ctg20=csc20

b.- El 3er. término de una progresién arit-
mética es 6 y el 6to. término es 12. Hallar
el 9no. término.



Tema 11

a.- Interpolar 4 medios geométricos entre 2 y
16.

b.- De cuantas maneras se pueden sentar 3
Dominicanos, 2 Bolivianos, 3 Venezolanos
y 2 Chilenos, si los de un mismo pais deben

A

estar juntos.

Tema III
o 4+2i
a.- Efectia —
1 -1

b.- Una caja contiene 6 bolas blancas y 5
rojas. De cuantas maneras se pueden
sacar 4 bolas que sean del mismo color.

Tema IV
a.- Expresar en forma trigonométrica -1 —i.
b.- Cuédntos comités de 6 personas se pueden

formar con 9 personas. Si hay una per-
sona que esta en todos los comités.

Tema V

a) La media aritmética de 2 nameros es 10 y su
media geométrica es 8. Hallar los
numeros.

b.- Hallar x e y si: —-2x - 3yi= -5 + 4i
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UNIVERSIDAD NACIONAL PEDRO HENRIQUEZ URENA
Facultad de Ciencias
DEPARTAMENTO DE MATEMATICA Y ESTADISTICA

SEGUNDO EXAMEN PARCIAL DE ALGEBRA SUPERIOR MAT-160

Nombre Matricula
Profesor
Fecha Sec.

Tema I

a.- Hallar los valores de x e y si:

—6x — 5yi =-18 + 10i

b.- Cuiantos niimeros diferentes de 3 cifras se
pueden formar con los digitos 2, 3, 5, 6, 9.
Que sean pares y no se permite la repeti-
cion.
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e == = == = === -~ e = o= ————
Tema Il
a.- Hallar n, si 3P(n, 2) = P(n, 3)

6((:05 3074 gen 30°)
bh.- Efectiaa:

3((:05 10°+3 sen 100)
Tema 111

a.- Interpolar 5 medios aritméticos entre -3 y

117.

b.- La media armonica de dos niimeros es 3/2
y uno de ellos es 6. Hallar el otro.

Tema IV

a.- Efectia
[3 (cos 25° + i sen 25°)]*

b.- Un alumno tiene que contestar 6 preguntas
de un temario de 10 preguntas. ;De cuan-

tas maneras puede hacerlo?

Tema V

a.- Hallar la media geémetrica de p? y q2.
b.- Demuestre que:

sen x

tag x=
CO8 X
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Facultad de Ciencias
DEPARTAMENTO DE MATEMATICA Y ESTADISTICA

SEGUNDO EXAMEN PARCIAL DE ALGEBRA SUPERICR MAT-160

Nombre Matricula
Profesor
Fecha Sec.

Tema I

a.- Demostrar que:
1+ ctg26=csc?0
b.- El 3er. término de una progresién arit-

mética es 6 y el 6to. término es 12. Hallar
el 9no. término.



7006 LA CATEDR A: \LGEBRA SUPERIOR
e ————— e e o ——————1 ]
e = e — - et - T o P i et oz ]

Tema 1l

a. Interpolar 1 medios geométricos entre 2 v
16.

h. De cudntas maneras se pueden sentar 3
Dominicanos. 2 Bolivianos. 3 Venezolanos
v 2 Chilenos. si los de un mismo pais deben

estar juntos.

Tema 111
4+21
|

a.- Efectiia

b.- Una caja contiene 6 bolas blancas y 5
rojas. De cuiantas maneras se¢ pueden
sacar 4 bolas que sean del mismo color.

Tema IV

a.- Expresar en forma trigonométrica -1 —i.

b.- Cudntas comités de 6 personas se pueden
formar con 9 personas. Si hay una per-
sona que esta en todos los comités.

Tema V
a.- La media aritmética de 2 nameros es 10 y
su media geométrica es 8. Hallar los

numeros.

b.- Hallar x e y si: —2x - 3yi = -5 + 4i



gundo Parcial

767

UNIVERSIDAD NACIONAL PEDRO HENRIQUEZ URENA

Facultad de Ciencias

DEPARTAMENTO DE MATEMATICA Y ESTADISTICA

SEGUNDO EXAMEN PARCIAL DE ALGEBRA SUPERIOR MAT-160

Nombre Matricula
Profesor
Fecha Seec.

Tema |

a.- Interpola 5 medios aritméticos entre -3 y

by

9.

Hallar la suma de los 8 primeros términos
de la progresion geométrica. 2,4, 8,....
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a.- La media aritmética de dos niimeros en 5 v
su media geométrica es 6. Hallar los

numeros .

b.- Hallar el 6to. término del desarrollo de

(2x2 + 3}'2)9.
Tema 111

a.- Cuantos nimeros diferentes de 3 cifras se
pueden formar con los digitos 2. 3.5, 8, 9.
no se permite repeticion.

b.- De cuantas maneras se pueden colocar en
un estante 3 libros de fisica, 2 de quimica
v 4 de biologia. Si los de un mismo tema
deben estar juntos.

Tema 1Y

a.- Efectuar:

b.- Hallar los valores reales de x e v que
satisfacen la siguiente igualdad:

-3x +2yi=-9 - 10i
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A
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Tema V

a.- Pruebe que:

I+tag? 0 = sec2? 0

b.- Exprese en forma triginométrica  L—i.
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Segundo Parcial

UNIVERSIDAD NACIONAL PEDRO HENRIQUEZ URENA
Facultad de Ciencias
DEPARTAMENTO DE MATEMATICA Y ESTADISTICA

SEGUNDO EXAMEN PARCIAL DE ALGEBRA SUPERIOR MAT-160

Nombre Matricula
Profesor
Fecha : Sec.

Tema I

a.- La media aritmética de dos nimeros es
13/2 y su media geométrica es 6. Hallar
los niimeros.

b.- De cuantas maneras se pueden sentar en
una fila 4 nifios y 3 nifias, si las nifias se
sientan juntas.



772 LA CATEDRA: ALGEBRA SUPERIOR

lema 11
cos X

a.- Demostrar que: ctg x=
sen X

b.- Hallar solamente el 6to. término del
desarrollo de (2x3 — 3y2)10

Tema III
a.- Hallar:
- (n+2)!
n!
5 (n—l)!
n!

b.- Tres nimeros estan en progresién arit-
mética y su suma es 18 y el producto del
ler. y el 3ro. es 20. Hallar los niimeros.

Tema IV

a.- Hallar los valores de x, si:

—6x + 2yi =-5 + 3i

b.- Hallar n, si 4C(n, 2) = 3C(n, 3)

Tema V

a.- Interpolar 5 medios aritméticos entre —4 y 8.

b.- Expresar en forma rectangular
2 (cos 210° + i sen 210°).
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UNIVERSIDAD NACIONAL PEDRO HENRIQUEZ URENA
Facultad de Ciencias
DEPARTAMENTO DE MATEMATICA Y ESTADISTICA

SEGUNDO EXAMEN PARCIAL DE ALGEBRA SUPERIOR MAT-160

Nombre Matricula
Profesor
Fecha Sec.

Tema I

a.- Efectia:
[4 (cos 20° + i sen 20°)]3

b.- Hallar solamente sin hacer el desarrollo, el
5to. término de:

(42 + P
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Tema 1l

a.- Hallar x ¢ y sl

—4x - 3yi =-12 + 9i

.- Cuantas senales diferentes se pueden for-
mar con 8 banderas colgadas vertical-
mente, si 2 son rojas, 3 verdes y 3 azules.

Tema I

a.- La media aritmética de 2 numeroses 8 y
su media armonica es 6. Hallar los
niumeros.

b.- Interpolar 4 medios armdnicos entre 1/2 y
/AT

Tema IV

a.- Cuantos comités de 5 varones y 3 mujeres
se pueden formar con 8 varones y 6
mujeres.

=l

1 -2i

b.- Efectia
Tema V

a) Hallar la suma de los 15 primeros términos

de 3.6,09,...

b) Demostrar que: 1 + tag? x = sec? x
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UNIVERSIDAD NACIONAL PEDRO HENRIQUEZ URENA
Facultad de Ciencias
DEPARTAMENTO DE MATEMATICA Y ESTADISTICA

EXAMEN FINAL DE ALGEBRA SUPERIOR MAT-160

Nombre Matricula
Profesor
Fecha Seec.

1.- Resolver la ecuacién 3x3 + Kx2 - 7x +3 =0y
halla el valor de K si las raices, en cierto orden,
estin en progresion geométrica.

2.- Descomponer ,(x _:)_(z+ 3)

en sus fracciones

parciales simples.
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LA CATEDRA: ALGEBRA SUPERIOR

3.-

8.-

Resuelve la siguiente ecuacion exponencial:

3x+l=3l

Determina el Dominio y el Dominio de imagen
de la siguiente funcion.

x—1

y =
x+1

Resuelve y escribe el resultado en forma binémi-

cas:

4({:%45 ° +i sen 45 )

z(m 15 %4 6015 )

Interpolar cuatro medios geométricos entre 1/9
y _271

Construir la ecuaciéon dadas las raices siguientes:

-2, =3/4

Halla los valores reales de x e y que cumplen
con la relaciéon dada.

4x + 3yi =2 - 6i

Dada la ecuacion x3 - 3x2 - 4x + 12 = 0,
halla:

a.- Raices nulas si las hay

b.- Naturaleza de las raices

c.- Posibles raices racionales

d.- Halla todas las raices de la ecuacién.
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Examen Final

UNIVERSIDAD NACIONAL PEDRO HENRIQUEZ URENA
.Facultad de Ciencias
DEPARTAMENTO DE MATEMATICA Y ESTADISTICA

EXAMEN FINAL DE ALGEBRA SUPERIOR MAT-160

Nombre Matricula
Profesor
Fecha Sec.

1.- Dada la ecuacién x% - 2x% — x3 + 2x2 = 0; Halla:

a.- Raices nulas si las hay

b.- Naturaleza de las raices

c.- Posibles raices racionales

d.- Halla todas las raices de la ecuacién.

2.- Halla el valor que debe tener K para que el poli-
nomio x3 + 3x2 - Kx + 2 entre x — 2 tenga un
residuo igual a cero.
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x+4

(x+7)(2x-1)

nes parciales simples.

3.- Descomponer en sus fraccio-

4.- Resuelve la siguiente ecuacion logaritmica:
log x + log (x = 1) = log 6.

5.- Resuelve y escribe el resultado en forma binomi-
ca.
[3 {cos 45° + i sen 45°)]2

6.- Resuelve y grafica el conjunto solucién de la
inecuacion siguiente:
x2-x=-620

.- Determina el Dominio y el Dominio de imagen
de la siguiente funcion:

X

y:
x—1

8.- Dada la ecuacién x3 - 3x2 - 4x + 12 = 0,
hallar las raices sabiendo que una raiz es la
opuesta de la otra.

9.- Interpolar 4 medios arménicos entre —1/2

y 1/13.
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UNIVERSIDAD NACIONAL PEDRO HENRIQUEZ URENA
Facultad de Ciencias
DEPARTAMENTO DE MATEMATICA Y ESTADISTICA

EXAMEN FINAL DE ALGEBRA SUPERIOR MAT-160

Nombre Matricula
Profesor
Fecha Sec.

1.- Resuelve la siguiente ecuacion logaritmi-
ca: log (x - 2) + log (x — 3) = log 2.

3x+6
2.- Descomponer ( = en sus fraccio-

—2)(x+4)

nes parciales simples.
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3.- Resolver la ecuaciéon x3 - 9x2 + Kx -24 =0y
hallar el valor de K si las raices en cierto
orden estan en progresion aritmética.

4.- Escribe la ecuacion cuyas raices son, -2, 3 y
la raiz doble -1.

5.- Determina el Dominio y el Dominio de Imagen
de la siguiente funcién:

x2 +y2=4

6.- Halla la suma de los 7 primeros términos de la
siguiente progresion geométrica: 3, 6, 12 ....

7.- Dada la ecuacién 2x3 — 9x2 + 12x - 4 = 0,
halla:

a.- Raices nulas si las hay

b.- Naturaleza de las raices.

c.- Posibles raices racionales

d.- Halla todas las raices de la ecuacién.

8.- Resuelve y grafica el conjunto solucién :
13x-11 >4,

9.- Resuelve y expresa el resultado en forma
binémica: [3 (cos 90° + i sen 90°)]2.
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